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3Re´sume´
Effet de la morphologie tri-dimensionnelle et de la taille de grain sur le
comportement me´canique d’agre´gats polycristallins.
Les mode`les continus de plasticite´ cristalline applique´s aux calculs de polycristaux
me´talliques sont efficaces pour voir le comportement me´canique global du polycristal, a`
partir des lois de comportement du monocristal. On obtient ainsi e´galement les champs
de contraintes et de´formations locaux dans les grains.Ceci est rendu possible a` l’aide de
simulations par e´le´ments finis sur un volume e´le´mentaire repre´sentatif d’agre´gat et les mode`les
d’homoge´ne´isation nume´rique.
Ces approches e´chouent ne´anmoins pour de´crire les effets d’e´chelle, classiquement observe´s
en me´tallurgie physique et dont l’arche´type est l’effet de taille de grain. Un mode`le de plasticite´
cristalline de Cosserat applique´ dans le cas du comportement e´lastoplastique d’aciers IF
ferritiques est propose´ dans ce travail. Il introduit dans sa formulation une loi de durcissement
supple´mentaire associe´ a` la courbure de re´seau. La simulation d’agre´gats polycristallins
permet de reproduire nume´riquement un effet analogue a` la loi de Hall-Petch.
Une autre limite de la plasticite´ cristalline est lie´e a` l’e´tape cle´ de validation expe´rimentale
locale. L’information expe´rimentale est, en ge´ne´ral, disponible a` la surface de l’e´prouvette.
La ge´ome´trie des grains sous la surface est cependant inconnue. Cette information est le plus
souvent introduite dans les calculs par extension des joints de grains perpendiculairement
a` la surface. L’e´cart, fre´quemment observe´ entre les re´sultats du calcul et les re´sultats
expe´rimentaux, peut eˆtre explique´ par l’erreur qu’introduit ce choix.
On donne ici un minorant de cette erreur en conside´rant plusieurs agre´gats ayant la meˆme
morphologie granulaire a` la surface libre mais des morphologies tridimensionnelles distinctes.
En e´lasticite´ la dispersion des contraintes, en un point donne´ de la surface, avec diffe´rentes
morphologies de grains sous-jacents est de l’ordre de 30%. En e´lastoplasticite´ la dispersion
peut aise´ment atteindre 50% de la valeur de la contrainte, ce qui ame`ne a` conside´rer avec
prudence l’identification d’une loi de comportement a` partir des seules mesures de surface.
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5Abstract
Three-dimensional morphology and grain size effect on the mechanical
behaviour of polycristalline aggregates.
The continuum cristal plasticity models are efficient in metallic polycrystal computations,
in order to estimate the overall mechanical behaviour of the polycrystal, from the constitutive
behaviour of the single crystal. Local stress and strain fields in the grains are thus obtained,
using finite element simulations over a Representative Volume Element and numerical
homogenization schemes. Nevertheless, those approaches fails in describing the scaling effects,
which are classically observed in physical metallurgy such as the grain size effect (Hall and
Petch relationship).
A Cosserat polycristal model applied to elastoplastic ferritic IF steels is proposed in this work.
It introduces an additional hardening law, which is induced by the incipient crystal lattice
curvature. Simulation of tensile elongation of polycrystalline aggregate of various average
grain size leads to Hall and Petch type relationships.
Another limitation of the crystal plasticity models addresses the key stage of the local
experimental validation. Experimental information such as strain field measurements is
usually available at the surface of the specimen only. The geometry of the grains beneath
the surface is unknown. A bamboo structure is generally assumed in the computations by a
simple extension of the 2D mesh with respect to the normal to the specimen surface. The
differences, which are frequently obtained between computation predictions and experimental
results, can partly be explained by the error introduced by this specific assumption.
We propose to give a quantitative assessment of the bias introduced in the estimation
of the surface stress-strain, by the incomplete knowledge of the 3D grain morphology below
a given surface with fixed grain morphology and crystal orientation at that surface. To this
aim, a large scale computational and statistical approach is developed, considering several
polycrystalline copper aggregates with the same granular morphology at the free surface but
different three-dimensional grain morphologies.
In the case of the anisotropic elastic behaviour of the grains, fluctuations ranging between
5% and 60% are found in the equivalent stress level at a given material point of the
observed surface from one realization of the microstructure to another. In the case of
elastoplastic copper grains, higher fluctuations of more than 40% and reaching 60% are
observed. Considering only one special realization introduces a bias in the detection of
the regions of high stress levels. Considering only a columnar microstructure leads to an
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Introduction
Le de´veloppement permanent de nouveaux produits dans le secteur de l’industrie des
me´taux conduit a` des e´tudes approfondies, notamment dans le domaine de la me´canique des
mate´riaux. La contribution de la recherche dans le domaine de la me´tallurgie ne se limite pas
a` la caracte´risation pure et simple de mate´riaux existants. L’objectif est multiple. Il s’agit :
– de caracte´riser le comportement des aciers existants, a` partir de lois mathe´matiques
pour reproduire les mesures et observations expe´rimentales ;
– de de´velopper ensuite des mode`les physiques liant structure et proprie´te´s ;
– et enfin d’utiliser ces mode`les dans le cadre d’e´tudes de mate´riaux complexes non encore
explore´s expe´rimentalement.
Ces e´le´ments fournissent donc un vaste champ de de´veloppement dans lequel on peut
inscrire e´galement les proble`mes lie´s a` l’optimisation des aciers a` haute performance. Les
microstructures etudie´es sont de plus en plus complexes et les mode`les de´veloppe´s s’attachent
a` en pre´dire les spe´cificite´s physiques le plus finement possible. En agissant sur les parame`tres
du mode`le, les conditions de sollicitation ou la ge´ome´trie de l’objet, on aboutit a` un ve´ritable
design de microstructure (Cailletaud et al., 2003).
Le de´veloppement de mode`les et de me´thodes nume´riques pour traiter des proble`mes lie´s
a` la mode´lisation des mate´riaux me´talliques fait l’objet d’une vaste e´tude dans la litte´rature.
La description du comportement me´canique des me´taux en ge´ne´ral fait aussi bien appel a` des
mode`les purement phe´nome´nologiques, qu’a` des mode`les d’homoge´ne´isation ou encore a` des
mode`les par e´le´ments finis. La particularite´ de chacune de ces diffe´rentes approches repose
sur l’e´chelle de repre´sentation qu’elles introduisent. Dans les polycristaux me´talliques c’est a`
l’e´chelle du grain (ou de la phase) que le calcul par la me´thode des e´le´ments finis s’attache a`
de´crire le comportement du mate´riau.
La puissance actuelle offerte par le calcul nume´rique permet d’introduire dans les mode`les
des me´canismes et processus physiques de plus en plus complexes. L’approche par e´le´ments
finis a e´te´ tre`s souvent exploite´e avec succe`s, dans le cas de configurations complexes
et pour une gamme d’e´chelles tre`s e´tendue. La mode´lisation permet alors d’acce´der a`
un nombre conside´rable d’informations, qui ne sont pas toujours facilement accessibles
expe´rimentalement. Ainsi, quand il s’agit d’acce´der aux champs de contrainte ou de
de´formation a` l’inte´rieur d’une microstructure, l’expe´rience s’ave`re une de´marche longue et
fastidieuse. C’est un inconve´nient majeur qui n’existe pas dans la mode´lisation. C’est donc
un outil pre´dictif efficace, qui apparaˆıt comme une solution de substitution performante aux
e´tudes expe´rimentales couˆteuses voire parfois impossibles.
La mode´lisation fixe toutes les donne´es entrantes d’un proble`me et donne acce`s a`
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toutes les donne´es re´sultantes. Certaines simplifications, lie´es a` des insuffisances sur les
donne´es entrantes introduisent des hypothe`ses abusives dans les calculs qui conduisent
ne´cessairement a` des incertitudes. C’est une de´marche d’e´tude, base´e sur la quantification
de ce type d’erreur, qui est, entre autre, propose´e dans ce travail. Pour un mate´riau re´el,
l’information expe´rimentale est ge´ne´ralement disponible a` la surface de l’e´prouvette (champs
de de´placement, ge´ome´trie et orientation des grains..). A partir de cette description, l’analyse
est effectue´e pour en de´duire les informations propres a` la caracte´risation du mate´riau
me´tallique. En ge´ne´ral, la forme des grains de´bouchant en surface est inconnue. Dans les
calculs, c’est une donne´e qui est le plus souvent obtenue par extrapolation des joints de grains,
perpendiculairement a` la surface. Ce choix volontaire introduit e´videmment une incertitude
dans les re´sultats du calcul, ce qui peut eˆtre a` l’origine de l’e´cart entre les re´sultats issus du
calcul et les re´sultats expe´rimentaux. L’objectif d’une partie de ce travail est donc de quantifier
l’effet de la morphologie granulaire tridimensionnelle sur le comportement me´canique en
surface.
Le second objectif de ce travail consiste a` conside´rer des lois directement issues de la
me´tallurgie physique et de les exploiter dans le cadre du travail du me´canicien. La me´canique
des milieux continus he´te´roge`nes est insuffisante pour pre´dire l’influence de la taille de grain
sur le comportement me´canique. L’approche classique n’introduit pas, dans sa formulation, un
parame`tre de longueur interne que ce soit sous une forme implicite ou explicite. De nombreuses
familles de mode`les, issus de la litte´rature, tentent de reproduire les observations physiques
lie´es aux effets d’e´chelle. C’est le cas de l’un des mode`le issu de la me´canique des milieux
continus et auquel nous nous inte´ressons dans ce travail : le mode`le de Cosserat. Il permet de
prendre en compte dans la mode´lisation certains effets d’e´chelles observe´s expe´rimentalement
dans les mate´riaux me´talliques en introduisant une grandeur qui est directement relie´e a` un
parame`tre physique. La de´marche est valide´e au niveau global (via les courbes contrainte-
de´formation pour des aciers IF a` diffe´rentes tailles de grain). Elle pourra e´galement eˆtre
valide´e ulte´rieurement au niveau local (par des comparaisons de champs de de´formation et
de rotation de re´seau a` la surface des e´prouvettes) en utilisant les re´sultats obtenus dans la
premie`re e´tude.
Ce me´moire est partage´ en deux parties. La premie`re partie propose d’apporter un re´ponse
quantitative a` une e´tape indispensable a` toute validation expe´rimentale locale c’est-a`-
dire quantifier l’effet de la morphologie granulaire tri-dimensionnelle sur le comportement
me´canique en surface. Les outils ne´cessaires a` la re´alisation et a` l’exploitation des re´sultats
obtenus dans cette e´tude sont pre´sente´s dans le premier chapitre. On y propose une me´thode
originale de construction d’agre´gat a` morphologie de surface impose´e. Les joints de grains ainsi
que l’orientation des grains sur la surface sont identiques, mais la ge´ome´trie tri-dimensionnelle
des grains est diffe´rente en profondeur. On justifie l’utilisation de maillages par e´le´ments finis
re´guliers ainsi que l’utilisation du calcul paralle`le. L’analyse statistique des re´ponses des
nombreux calculs ne´cessite e´galement une explication rigoureuse et de´taille´e des diffe´rentes
notations utilise´es. Le second chapitre est l’e´tude de re´sultats de simulations d’essais de
traction re´alise´s a` partir de plusieurs re´alisations d’agre´gats en e´lasticite´ anisotrope. La meˆme
de´marche est applique´e dans le chapitre 3 dans la cadre de la plasticite´ cristalline classique
ou` les diffe´rences significatives observe´es pour les champs locaux sont discute´es.
La seconde partie propose de pre´dire l’influence de la taille de la microstructure sur le
comportement me´canique des polycristaux. On se place dans le cadre de la me´canique des
milieux continus ge´ne´ralise´s. La de´marche s’appuie sur des notions de me´tallurgie physique
a` savoir les densite´s de dislocations d’accommodation ge´ome´trique. On pre´sente dans un
premier chapitre les me´canismes physiques mis en jeu dans les phe´nome`nes lie´s aux effets
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d’e´chelle, ainsi qu’une revue bibliographique consacre´e aux mode`les de plasticite´ continue a`
longueur interne qui permettent de rendre compte de ces effets. On situe ainsi le mode`le choisi
dans ce travail dans une gamme relativement e´tendue de travaux, depuis les the´ories les plus
simples jusqu’aux plus e´labore´es et re´centes. Dans le second chapitre, le mode`le de plasticite´
cristalline de Cosserat est pre´sente´ dans le de´tail. Chaque parame`tre intervenant dans la
formulation est ainsi explicite´ et son effet sur les grandeurs directement observables est illustre´
par des simulations bi-dimensionnelles simples. Le troisie`me chapitre porte sur l’application
du mode`le de plasticite´ cristalline de Cosserat a` la pre´diction du comportement me´canique
d’aciers IF ferritiques. On a choisi ce type d’acier parce que l’on dispose de re´sultats sur une
large gamme de taille de grains allant de 5µm a` 120µm. On utilise pour cela des donne´es
expe´rimentales sur la caracte´risation me´canique et microstructurale des aciers IF. On discute
enfin les possibilite´s et les limitations du milieu continu ge´ne´ralise´ propose´.
La premie`re partie du manuscrit est re´dige´e en anglais car elle constitue un projet d’article
en pre´paration. La deuxie`me partie est en franc¸ais.
viii CHAPITRE . INTRODUCTION
Premie`re partie
Impact of the tridimensional grain
morphology on the mechanical




Crystal plasticity theory has been successful in describing various aspects of metal
plasticity. For this purpose, the use of the finite element in crystalline plasticity is a powerful
tool, which contribute to the numerical study of materials with increasing levels of details and
precision. The finite element technique takes into account several ingredients as the geometry
of the tested sample, the mesh density, the boundary conditions, the constitutive law, the
finite or large deformation framework, the material... This paper focuses on the first one,
namely, the geometry of the specimen numerically tested. Several polycrystal geometries can
be found in the literature :
– the 2D aggregates : this is certainly the most simple aggregate to create but also the
most simplified one. Many finite element simulations of realistic microstructures were
limited to 2D models (Harren and Asaro, 1989; Kalidindi et al., 1992).
– the quasi-3D aggregates : it is a flat polycrystal with grain boundaries perpendicular
to the specimen surface. 3D meshes are then built by means of simple extrusion of the
surface of the specimen. The quasi-3D polycrystal has been first named the multicrystal
in (Miyamoto, 1972).
– 3D aggregates : A realistic synthetic aggregate is constructed using some advanced
numerical simulations as for example :
– the Monte-Carlo grain growth algorithm used in (Sarma et al., 1998) helps to
construct the morphological complexity of a realistic 3D aggregate,
– or the Voronoi polyhedra model (Gilbert, 1962), which is also widely used to generate
real-like polycystals (Barbe et al., 2001).
Some attempts have also been made to simulate the behaviour of a real 3D
sample of brass in (Hashimoto and Margolin, 1983), aluminum in (Becker and
Panchanadeeswaran, 1995; Bhattacharyya et al., 2001), copper in (Teodosiu et al.,
1993; Delaire et al., 2000; Musienko, 2005) or IF steels in (Errieau and Rey, 2004).
The 3D geometry is obtained from serial sectioning (several layers of the sample are
successively removed by an electropolishing process and an OIM analysis is made
after each removal). Comparisons can then be drawn between accurate strain fields
measurements and their simulated counterparts. However, the method is destructive
and labour consuming.
Many finite element simulations using crystal plasticity aim directly at describing the
polycrystal behaviour in order to check the validity of a model or to quantify the model
parameters. It is then necessary to match the simulations with real experiments. It was
successfully done in several investigations proposed in literature. Crystalline plasticity
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simulations can then be consistent with the overall experimental stress-strain curve as shown
in (Hoc et al., 2001) for a quasi-3D interstitial free titanium steel polycrystal deformed
by uniaxial tension. In (Thibaux et al., 2000), an accurate prediction of the macroscopic
properties of a two-phase aggregate is obtained. Extended to the prediction of the evolution
of texture during plastic deformation (Mika and Dawson, 1999; Becker, 1991), it is a key
issue for many industrial metal forming processes. Overall, the major features of the evolved
texture in a variety of deformation paths is captured, both as location and intensity levels
of various components (Sarma and Dawson, 1996; Kalidindi et al., 1992; Becker, 1991).
For some authors it is also used to describe the heterogeneous local strain and rotation
fields. (Becker and Panchanadeeswaran, 1995) compared the grain rotations experimentally
measured by Panchanadesswaran during deformation with the corresponding predictions from
both a Taylor type model and from a finite element model incorporating crystal plasticity
theory. Lattice rotations are studied in (Takahashi et al., 1994) in plastic deformation of
an FCC metal. In (Harren and Asaro, 1989), the heterogeneity of the deformation field
of the polycrystal under tension, compression and simple shear is studied. The results
(heterogeneous deformation and localised shearing) show in particular the influence of
grain interactions. Besides, finite element simulations using crystal plasticity allow a deeper
insight in the mechanism that control the local deformation of metals. (Errieau and Rey,
2004) obtained an accurate description of the grain splitting phenomenon, simulating an IF
steel aggregate deformed under plane strain compression. Typical properties of the latent
hardening behaviour of polycrystal simulations in (Harder, 1999) are in good agreement with
experimental findings. Crystal plasticity coupled with finite element method is also used
for further verification of model assumptions. In (Harren and Asaro, 1989), a quantitative
assessment of the Taylor model validity is made by comparing finite element results to the
Taylor model analogues. It allows also investigators to reveal features that would otherwise
be difficult or impossible to obtain in laboratory. Indeed, the results of simulations provide
estimations of non directly measurable quantities such as dislocation densities or amount of
slip which contribute to the analysis of experimental data (Hoc et al., 2001). Good agreement
is found in (Eberl et al., 2002) and (Havlicek et al., 1990), between numerical and experimental
observations of the slip lines, which appear at the sample surface.
Although the finite element predictions are fairly consistent with experimental
measurements for many of the investigated deformation paths, the agreement fails with
regard to some predictions. Finite element simulations of (Bhattacharyya et al., 2001) predict
larger in-grain misorientations than experimental observations do. In (Delaire et al., 2000)
measured orientations are more dispersed in experimental observations than those expected
by the simulations. In (Eberl et al., 2002), the model underestimates the rotation of the
crystallographic lattice. The differences observed in a qualitative or quantitative analysis may
be accounted for by different hypotheses. The obvious one is the error due to the measurements
(Parisot et al., 2000; Mohamed et al., 1997). The mesh refinement is also a discussed argument
utilized by many authors (Delaire et al., 2000; Kalidindi et al., 1992; Becker, 1991). One of
the limitations of the experiment conducted by (Panchanadeeswaran et al., 1996) encourages
to study 3D microstructures. (Becker and Richmond, 1994) first suggest that it could be
essential to consider 3D microstructural geometry in accurate predictions of crystallographic
orientation, strain localization and fracture. In (Becker and Panchanadeeswaran, 1995), the
discrepancies obtained for some grains were attributed to inappropriate boundary conditions :
the 3D grains structure was not taken into account. They conclude to the necessity to use
3D meshes, to get a correct description. (Bhattacharyya et al., 2001) propose that the results
bring out the need for more physics in the constitutive model, to capture the important
features of the morphology of deformation. It is then necessary to conduct 3D analysis. The
solutions may be affected by the 2D nature of the model. The interactions with material
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below are neglected and discrepancies obtained with the simulations may be due to the
specific environment beneath the surface (Hoc et al., 2003).
Obtaining the real 3D geometry of a sample is not always possible. That is why alternative
construction methods of realistic aggregates are necessary. The construction of 3D ideal
aggregates for a given surface grain morphology is usually obtained by the extrusion of grain
boundaries perpendicularly to the surface. This choice obviously introduce an bias in the
computation results. Simulations results may be affected by this simplifying assumption. The
objective of this work is to quantify the influence of the grain morphology on the surface
fields by means of an original method. For that purpose, a synthetic image of the granular
surface is generated. We start for a given picture of surface grain morphology obtained
by EBSD (Electron Back Scattering Diffraction) analysis or by numerical simulation. This
geometrical information is then numerically and randomly extrapolated into the thickness.
Several 3D synthetic aggregates have been obtained that have the same surface microstructure
but different grain morphology below the surface. The orientations of the grains and
grain boundaries at the surface are the same but the geometrical environment is different
underneath the reference surface. We performed tensile tests simulations using several
realizations of the synthetic aggregates. We studied the influence of the mesh refinement
and the influence of the number of grains in the thickness. They allow us to choose a mesh
size and to limit the thickness of the aggregates to 3 grains in the third direction. In the
following, the influence of the granular environment was studied by conducting computations
on different realizations, first in anisotropic elasticity and second in elastoplastic conditions.
The resulting observations are discussed in the last part.
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Chapitre -II-
Morphology and computation tools
II.1 Representation of the microstructure
The construction of the aggregates is based on the Voronoi polyhedra model (Gilbert,
1962). This approach is widely used in material science to represent real like polycrystals
(Barbe et al., 2001; Lebensohn et al., 2005). The method is based on the space division by
Voronoi polyhedra. They were formally defined as ”zones of influence” of a particular set of
points (Decker and Jeulin, 2000). Let D ⊂ R2(R3) to be a real domain, and E = Ai a set of
N random points, so that Ai ∈ D. Let also d(P1, P2) to be an euclidean distance between any
points P1 and P2. The influence zone zi of the center Ai can then be defined as :
zi(Ai) = {P ∈ D | d(P,Ai) < d(P,Aj) ∀j 6= i}
The polyhedra centers can be distributed in space, following any random law. In this work,
the method uses a repulsion distance. This allows to control a minimum size of the grains
and to obtain a regular grain size distribution.
II.1.1 Original algorithm for the construction of the synthetic aggregates
The construction of the aggregates is decomposed into 3 main stages :
– the first one is the generation of the first layer of grains of the volume, which includes
the reference surface ;
– the second stage is the classical realization of a Voronoi polyhedra aggregate ;
– and the third stage lies in the combination of the two previous volumes.
The detailed description of the construction process is proposed in annexe B.
II.1.2 Obtained morphology
An example of two 3D particular realizations is shown in figure C.1, using the original
construction technique previously described. The surface (x,y) is the same for the two
realizations. The aggregate has been cut into two separated parts in order to show the different
grain environment in the third direction inside it. Several differences can be noticed :
– the shape of the surface grains is very different in the third direction. See for instance
grain 18 which is large in figure C.1-(a) and small in figure C.1-(b).
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(a) (b)
Fig. II.1 – Two 3D Voronoi mosaic model realizations. The reference surface in (x,y) plane
is the same. The structural environments in the third direction (z) are different from (a) to
(b).
– the angle of the grain boundaries with the line hline are significantly different. See grain
16, which makes a right angle with the line hline in figure C.1-(a) and makes a angle
equal to 45 degrees with the line hline in figure C.1-(b).
Figure II.2 underlines the previous caracteristics. It shows for four realizations the (x,z)
(a) (b) (c) (d)
Fig. II.2 – Four different 3D realizations of aggregates with the same reference surface in
plane (x,y) (on the left of each image) : top view of the cross-section in (x,z) plane at the
position referenced hline. The shape of the grains is very different from one realization to
another, even in the first layer.
sections inside the aggregate and previously seen in figure C.1. Line ”hline” is materialized
by a black line on the left hand side of each view (see figure II.3). The grains shown on the
left, from the bottom to the top are then grains 19, 15, 18, 17 and 16. The grain boundaries
at the surface are exactly the same but the shape of the grains in the direction z is very
different from one realization to another. For instance see the yellow grain (grain 18) which
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Fig. II.3 – 3D Voronoi mosaic model based realization : image of the microstructure of the
reference surface identical for all realizations in plane (x,y).
has four different shapes and in relation with the line hline, it has very different angles. The
dimensions of the different volumes are the same.
The same average grain size is fixed in all realizations (see in figure II.4). The dispersion
in the average grain size varies from 1 to 1.3.
II.2 Computational tools
II.2.1 Finite element meshing
After obtaining several binary images of the microstructure using the original technique
previously described in section B.7, a multiphase element technique is used to superpose
the finite element mesh on the image of the microstructure. This technique was initially
proposed in (Lippmann et al., 1997) and extensively used for aggregate computations (Barbe
et al., 2001). Each integration point of the finite element mesh is linked to its corresponding
position in the image, so that one finite element can be shared by several grains. The same
crystallographic orientation is attributed to all integration points inside a given grain. The
multiphase element technique has been discussed compared to the free mesh technique (Diard,















Fig. II.4 – Variance and average grain size calculated for 18 aggregate realizations. d is the
grain size (in a given realization and for a given layer), d0 is the mean grain size calculated
over all realizations and z is the position along the z-axis (z = 0 is the surface where the
grain morphology is imposed).
2001). The later one describes exactly the grain interfaces whereas this is not the case for
the former one. However, it has been shown in (Diard, 2001) that for sufficiently fine mesh
(28*28*28 elements with 100 grains), the finite element response with both techniques are
close to another. An example of an aggregate mesh using the multiphase element technique
is shown on the figure II.5-(a).
(a) (b)
Fig. II.5 – (a) Random distribution of 88 grains in 3D space with a reference fixed surface.
Images of the granular microstructure are superimposed on the finite element mesh. (b)
subdivision of the microstructure into 30 sub-domains for parallel computing.
II.2.2 Parallel computing
The numerical cost of the computations presented in this work is very high. The parallel
version of the finite element code Ze´BuLoN is presented in (ZSeT/Ze´BuLoN, 1999; Feyel et al.,
1997; Feyel, 1998). The problem is solved with the FETI method (Finite Element Tearing and
Interconnecting method) (Fahrat and Roux, 1994). The parallelisation scheme is based on a
domain decomposition algorithm. The finite element mesh is thus decomposed into several
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domains (see for instance the decomposition into thirty sub-domains in figure II.5-(b)). Each
sub-problem is solved independently within a subdomain of the mesh. An additional interface
problem is solved. It ensures the compatibility of the displacement between the subdomains.
The data exchange between the different tasks uses a PVM communication protocol. A cluster
of 34 computers has been used in this work for the largest computation. It corresponds to
twenty-nine Go memory needed to solve the largest problem.
II.3 Ensemble averaging and dispersion
In this subsection, average and variance operators are defined, that will be applied to
strain and stress fields. A limited domain V in the physical space is considered. The volume
average operator < · > over the volume V is defined as





f dV for each field f defined over V (II.1)
When applied to the stress field component σ22, the application of the average volume operator
gives, for a given volume V :













Where f i is the value of f for the ith realization. The value f can be the von Mises equivalent






















22 = < σ22 >Vi (II.5)
We denote as D2(f) the variance of a random variable f , which is the random variable






(σ2i (x) − σ2eq(x)) (II.6)
The relative dispersion is defined as the ratio between the dispersion and the ensemble average









Properties of copper single crystals exhibit cubic symmetry. The elasticity constants of
pure copper are taken from (Me´ric et al., 1994). We use classical Hooke’s law σ∼ = C∼∼
: ε∼.
For our case, in Voigt notation, the stiffness constants are :
C11 = 159 GPa C12 = 122 GPa C44 = 81 GPa
In case of a matrix with cubic symmetry, the anisotropic index a is given by :
a =
2 C44
C11 − C12 (III.1)
For copper the anisotropy factor is then equal to 4.34. It is rather high (in the isotropic case,
this factor is equal to 1). The estimations for the elastic moduli, K and µ, respectively the
bulk modulus and the shear modulus are :





2C ′ + 3C44
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2C44 + 3C ′
= 34000MPa
III.2 Boundary conditions
Tensile simulations were performed. The following boundary conditions are prescribed in
the computations :
– the bottom end of the specimen (see figure II.5 and figure III.1) is fixed in the y direction
as uy = 0,
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– a homogeneous displacement u22 is imposed to the upper part of the specimen,
– the node at the origin is fixed in the three directions as ux = uy = uz = 0, in order
to avoid rigid body movements,
– the displacement of a node located in the x axis is fixed in the z direction in order to
avoid the rigid body rotations of the specimen,
– and lateral surfaces were free.
III.3 Random surface grain orientations
The same crystallographic orientation is randomly attributed to all integration points
inside a given grain. Table III.3 give the crystallographic orientations of the grains at the
reference surface.
III.4 Influence of finite element mesh density and mesh type
The finite element mesh size must be sufficiently small to ensure the convergence of
the results. For this purpose, the effect of mesh refinement is studied for one particular 3D
morphology (realization) with 52 grains. The number of grains and the geometry of the
microstructure were fixed and the microstructure reference surface is shown in figure III.3.
Ten different mesh densities were tested. The number of degrees of freedom (number of nodes
multiplied by three) varies from 53847 for the coarsest mesh up to 1741833 for the finest one.
An example of two meshes tested is shown in figure III.1. The characteristics of the different
mesh resolutions studied are shown in table III.2. The elastic material properties were given
in the previous subsection. The ten aggregates were submitted to a tensile test with boundary
conditions given in subsection III.2. The results given in figure III.2 show the convergence
of the apparent Young’s modulus defined as Eapp = Σ22<ε22> , as a function of the number of
degrees of freedom. It shows that one must use about 500 quadratic elements per grain to get
an accuracy equal to 0.2%. The maps of the equivalent stress fields at the reference surface
are given in figure III.1 for two mesh sizes. A slight difference between both local responses is
observed. Indeed, the pattern becomes finer, when the mesh size decreases. The local response
depends on the size of the mesh in the range of investigated mesh size. This effect is depicted
in figure III.3-b, which gives the evolution of the local von Mises equivalent stress along the
integration points of a straight line going from a lateral side to the other on the reference
surface. Considering these observations, using the mesh size referenced 52 − 60 corresponds
to an acceptable precision-cost computational ratio.
III.5 Number of grains in the thickness
In order to check the influence of the number of grains in the thickness on the von
Mises equivalent stress fields at a given surface, several tensile test simulations of one given
microstructure with three different thicknesses were performed :
– one grain in the thickness, 60*60*7 quadratic elements, i.e. 343125 d.o.f.
– two grains in the thickness, 60*60*14 quadratic elements, i.e. 653127 d.o.f.
– three grains in the thickness, 60*60*21 quadratic elements, i.e. 963129 d.o.f.
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grain number φ1 Φ φ2
1 278.4728 85.9285 180.2960
2 35.0313 112.4407 49.0551
3 210.1579 57.0619 311.9345
4 352.8895 120.1797 231.6329
5 358.2946 118.3213 285.3302
6 244.3496 60.1484 315.9132
7 53.3256 138.3003 244.5561
8 73.7731 31.7455 70.7748
9 344.0733 58.7911 28.8080
10 296.0155 117.9986 98.8634
11 160.7658 81.7500 268.5441
12 118.3699 52.3860 60.9670
13 260.9910 18.1481 45.7785
14 179.6914 135.6014 271.9244
15 120.1800 48.2094 73.9172
16 174.4946 65.5103 95.4242
17 185.2679 74.5589 44.5585
18 225.6780 39.9233 162.7938
19 58.5136 85.6776 246.2527
20 117.1658 94.5149 230.7428
21 95.1020 130.9545 97.3608
22 152.8924 66.2794 49.9243
23 124.4605 63.4235 250.5173
24 251.9731 31.7025 141.8329
25 110.1034 46.7320 254.0610
26 261.8049 121.8982 286.0197
27 317.2601 116.3611 355.1857
28 193.2092 67.4034 43.1983
29 223.4200 77.1559 53.9018
30 210.8897 52.4585 240.5333
31 214.7783 77.7252 108.2109
32 152.5150 72.2109 272.4120
33 116.1142 85.4847 130.6964
34 12.6940 118.5270 76.8653
35 279.7722 135.2556 314.3150
36 160.1671 35.1694 261.4701
37 0.1799 90.0338 253.9525
38 8.0377 110.2626 301.7984
39 342.7771 133.0468 252.8802
Tab. III.1 – Orientations of the grains at the reference surface : the grains are randomly
oriented and the same orientations of the grains at the reference surface is taken for all
computations.
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(a)
(b)
Fig. III.1 – Finite element simulations of the tensile test of 3D aggregates : the same
aggregate realization is used. The mesh is a regular array of quadrilateral elements with for (a)
8000 elements (114513 d.o.f.) and for (b) 64000 elements (841023 d.o.f.). The corresponding
von Mises equivalent stress fields maps (normalized by the global mean stress) are shown on
the right.
The reference surface of the microstructure is shown in figure III.3-(a). The number of
elements is kept small enough for the computation to be performed on a reasonable number of
workstations in parallel computing. Figure III.4 shows the comparison of the local response for
the three computations. The von Mises equivalent stresses were plotted along the integration
points of a straight line going from a lateral side to the other at the reference surface. The
results are only slightly sensitive to the number of grains in the thickness. However, we will
limit in the following to three grains in the thickness.
III.6 3D environment effect
The sensitivity of the local response at the surface of the sample to the 3D geometry
of the grains beneath is checked in this subsection. Eighteen microstructures have been
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mesh # of nodes # of elements # of d.o.f. # of sub-domains
52-30 17949 3600 53847 1
52-40 38171 8000 114513 1
52-50 69513 15000 208539 8
52-60 114375 25200 343125 12
52-64 146705 32768 440115 16
52-70 175157 39200 525471 16
52-72 206371 46656 619113 18
52-80 280341 64000 841023 20
52-90 387023 89100 1161069 28
52-102 580611 135252 1741833 34
Tab. III.2 – Mesh types (number of grains-number of elements along the x or y direction),
number of nodes, total number of elements and degrees of freedom in the volume and number



















Fig. III.2 – Global effect of the mesh size on the value of apparent Young’s modulus.
subjected to tensile loading with the same imposed average strain. The mesh size and the
thickness of the aggregate have been determined in sections III.4 and III.5. Each aggregate
has the same reference surface including the grain orientations, but a different geometric and
crystallographic environment conditions beneath the reference surface. The computations
have been carried out up to 2% macroscopic strain.
III.6.1 Stress-strain heterogeneities
Typical maps of von Mises stress obtained on the reference surface for five different
realizations are shown in figure III.5. The realization results shown in figure III.5-(e) will be
particularly analysed. It corresponds to the response of the 3D mesh with columnar grains.
Overall, 15 grains have stress levels larger than 0.5 (10 grains in figure III.5-(a) and 21 grains
in figure III.5-(e)). Grain 28, for example has a stress level equal to 0.5 in figure III.5-(d)



















Fig. III.3 – (a) Reference surface used for the influence of the mesh density study and for
the influence of the number of grains in the thickness study (b) effect of the mesh density on
the local von Mises equivalent stress response normalized by the global mean stress plotted
along hline. x is the position along the x-axis and d0 is the mean grain size calculated over all
realizations. The vertical lines indicate the x-positions of the grain boundary intersections.
and this level increases from realization III.5-(b), III.5-(a) and III.5-(c). For all realizations,
distribution of equivalent stress reveals the grain boundaries as shown previously in (Quilici
and Cailletaud, 1999). Indeed, von Mises stress is always maximum near the grain boundaries.
This is particularly observed in the central area, at the interface between grains 18, 22, 27,
28 and 23, where the maximal value of the stress is reached (value equal or larger than 2.3)
except in figure III.5-(d), where this characteristic is not seen. However, the stresses observed
at one grain boundary are not at the same level in all the realizations. Indeed, if grain 28 in
figure III.5-(d) has a stress level equal to 1.5 near the grain boundaries, this level increase
until 2.3 in the response shown in III.5-(c). The same observation can be done for the bottom
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(a)
3 grains in the thickness
2 grains in the thickness




















Fig. III.4 – Effect of the average number of grains in the thickness on the local von Mises
equivalent stress response normalized by the global mean stress plotted along hline. x is the
position along the x-axis and d0 is the mean grain size calculated over all realizations. The
vertical lines indicate the x-position of the grain boundary intersections.
right corner grain boundary in grain 23 between figure III.5-(a) and figure III.5-(b).
Not only the boundaries of the grains are affected, but the differencies from one realization
to another are also observed in the core of the grains. The distribution of the equivalent
stress is very inhomogeneous. Several stress levels are observed in each individual grain. For
example, a characteristic distribution in level lines is observed in grain 29 in figure III.5-(a),
or in grain 18 of figure III.5-(b). In figure III.5-(b), the response of grain 29 scans all stress
levels from 0.5 to 2.3 (from top to bottom). This stress gradient is seen in all realizations even
if the scheme of stress distribution is quite different inside the grain. This is also observed
for grain 22 in figures III.5-(b) and -(c), from the left hand side to the right hand side but
in this case, the stress distribution scheme is quite the same for all realizations. In figure
III.5-(e), which corresponds to the realization with columnar grains, grain 22 shows the same
stress distribution as previoulsy seen in figure III.5-(b). However, the contrast between stress
levels is not so sharp. In this particular realization and compared with the others, the stress
distribution is smoothed, minimal and maximal values are less visible as shown in figure
III.5-(e). The maximal stresses band in the central area is finer around grain boundaries
when compared to others realizations response.
The difference in the behaviour within grains of several particular realizations is then
emphasised when considering the local stress paths. This strong effect is also captured in
figure III.6. The evolution of the von Mises equivalent stress field at integration points along
a straight line going from a lateral side to the other, along hline in figure III.6-(a), and along
vline in figure III.6-(b) is plotted. The grain boundaries are delineated by a straight vertical
line in figure. Grains 16, 17, 18, 15 and 19 are considered along hline and grains 35, 36, 28,
23, 18, 13 and 5 are considered along vline. As observed in figure III.5, discrepancies between
the realizations are significant both near the grain boundaries and in the core of the grains.
Indeed, in figure III.6-(a), a difference equal to 0.5 is observed in grain 17, along the line hline,




Fig. III.5 – von Mises equivalent stress distribution normalized by the global mean stress
for five different 3D realizations. Figure (e) shows the result obtained for the aggregate with
grain boundaries extended perpendicularly to the reference surface.
between realization 2 and realization 3 at the grain boundary. A larger difference (variation
with a factor 1 to 2) can be also shown in figure III.6-(b), in the grain 18, between realization









































Fig. III.6 – 3D grain morphology effect on the von Mises equivalent stress response
normalized by the global mean stress on the reference surface : (a) along hline, (b) along
vline. x is the position along the x-axis, y is the position along the y-axis and d0 is the
mean grain size calculated over all realizations. The vertical lines indicate respectively the
x-position and y-position of the grain boundary intersections.
6 and realization 7. In the core of the grains, the maximum difference along the line hline
is seen in grain 18, between realization 2 and realization 1. The local stress varies within a
factor from 1 to 2. An identical variation is obtained along the line vline, for grain 23, between
realizations 5 and 6. A local stress state variation within a factor 1 to 2 is obtained in general.
This analysis shows that the influence of the morphology of the grains in the volume
has a significant impact on the local deformation fields obtained on the reference surface in
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anisotropic elasticity and for the observed quantity.
III.6.2 Ensemble averages
Here an analysis of the average response obtained for the eighteen particular 3D
morphologies is proposed. The ensemble average fields of the von Mises stress response over
the eighteen realizations is shown in figure III.7-(a). At each integration point, the average
(a) (b)
Fig. III.7 – (a) Ensemble average : for σeq the von Mises equivalent stress, Σ22 the global
mean stress, the quantity represented here is σ¯eq/Σ¯22. (b) Local variance of the ensemble
average : for D(σeq) the variance estimated for the von Mises equivalent stress, the quantity
represented here is D(σeq)/ < σ¯eq >.
value of the von Mises stress fields σeq normalized by the average global mean stress Σ22
is represented. Local heterogeneities are observed. As in all particular realizations results,
the maximum stresses are located near the grain boundaries. The typical maximum stress
concentration (equal or larger than 2.5), in the central area of the aggregate, previously
observed for most realizations, is kept in the ensemble average fields in figure III.7-(a). Note
that the map of the ensemble average response of the eighteen 3D particular realizations is
close to the map obtained for the 3D mesh with columnar grains even if it stays less smoothed
for the former one. More accurate information on the dispersion, namely, the local stress
dispersion normalized by the average equivalent stress is shown in figure III.7-(b). The local
variance of the results is maximum in the region of the grain boundaries. About 30% local
dispersion are obtained for example near grain 28, grain 26, grain 13 or grain 15 boundaries.
The dispersion is also significant in the core region of the grains. Grain 13 shows a dispersion
equal to 15% in the core, in grain 14 it is equal to 17%, and it reaches 30% in grain 21. The
previous remarks can be made along particular Gauss points. The evolution of the equivalent
stress, normalized by the global mean stress response, along the integration point of hline
is shown in figure III.8. The stress dispersion normalized is also shown along this line. As
previously shown, the dispersion can be locally maximal near the grain boundaries (see e.g.
grains 18 and 15 or grains 15 and 19) as well as in the grain core (e.g. grain 18) and thus in all
the grains considered (grains 16, 17, 18, 15 and 19). As concluded above, the local variance
of the results can be equal to 15% in some area and reaches the high value of 30% in some


















Fig. III.8 – Variance and mean value of the von Mises equivalent stress normalized by the
global mean stress response, calculated on the reference surface along hline. x is the position
along the x-axis and d0 is the mean grain size calculated over all realizations. The vertical
lines indicate the x-position of the grain boundary intersections.
others.
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Chapitre -IV-
Elastoplastic behaviour
IV.1 Crystal plasticity model
The formulation of the model adopted in this work has been originaly formulated in (Me´ric
et al., 1991) within the small strain framework. The classical decomposition of strain rate into
elastic and plastic part is adopted. Plastic strain rate is calculated from the sum of elementary
slip on the crystalline slip systems. The crystallographic particularities are defined by means
of the orientation tensor P∼
s. Slip systems are geometrically defined by vectors ns and ls
which are respectively the normal to the slip plane and the slip direction. Each slip rate γ˙s
depends on the resolved shear stress τ s, following Schmid law. A phenomenological Norton-
like viscoplastic flow rule is adopted. The effect of self and latent hardening is introduced by











g : (ns ⊗ ls + ls ⊗ ns) (IV.2)


















〈 |τ s − xs| − rs
K
〉n
with 〈x〉 =Max(x, 0) and vs(t = 0) = 0 (IV.5)
α˙s = γ˙s − d αsv˙s with αs(t = 0) = 0 ; q˙s = (1− b qs)v˙s (IV.6)
In the present work, we want to compare lattice rotation maps obtained for several
realizations. It is then necessary to include explicitely this parameter in the model. In the
following, the finite-deformation crystal plasticity framework is briefly recalled. A detailed
description of the large-deformation theory of single crystals model can be found for instance
in (Mandel, 1971; Asaro, 1983; Teodosiu et al., 1993). Based on the introduction of an
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intermediate stress-released configuration (Mandel, 1971), a multiplicative decomposition of
the strain gradient is used as :
F∼ = F∼
e · F∼p (IV.7)
In the intermediate configuration, the crystal orientation with respect to the laboratory axes
is the same as in the initial one. The elastic part of deformation is given by :
E∼ = S∼
e ·R∼ e (IV.8)
where R∼
e is the rotation. It is sufficient to consider in this study a small-strain and small-
rotation framework as in (Eberl et al., 2002). The advantage of this formulation is mainly
the numerical efficiency because it reduces the geometrical non-linearity of the problem.
A simplified formulation can then be deduced from the general crystal plasticity theory as
follows. In the case of small strain and small rotations, the previous decomposition is written :
F∼ = S∼
e ·R∼ e ·P∼ (IV.9)
' (I + ε∼e) · (I + ω∼e) · (I + ε∼p + ω∼p) (IV.10)
' I + ε∼e + ω∼e + ε∼p + ω∼p (IV.11)
The velocity gradient is given by :
F˙∼ · F∼−1 ' ε˙∼e + ω˙∼e + ε˙∼p + ω˙∼p = ε˙∼+ ω˙∼ (IV.12)














γ˙s (ns ⊗ ls − ls ⊗ ns) (IV.14)
In the context of small perturbations, the lattice rotation is represented by the tensor ωe. The
slip plane normal ns and the slip direction ls are updated as follows :
ns = ω∼
e · ns0 (IV.15)
ls = ω∼
e · ls0 (IV.16)
The plasticity parameter set used in the computations is given in table IV.1 and was previously




r0(MPa) Q(MPa) b K(MPa.s(1/n)) n h1 hi(i 6= 1)
40. 17. 10. 2. 15. 1. 1.4
Tab. IV.1 – Coefficient values taken in the elastoplastic computations for copper and
previously established in (Me´ric et al., 1994).
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IV.2 Results
The influence of the 3D environment on the surface response in elastoplasticity is analysed.
Eight copper aggregates were numerically tested in tension with the same imposed average
deformation. All microstructures have the same reference surface, the same crystallographic
orientations of the grains at the surface but a different 3D environment under. The
computations have been carried out up to 2% macroscopic strain. In order to better catch
the information about the evolution of the cumulated plastic slip inside one given grain, the
grain boundary grid is overlaid on the surface response results maps.
IV.2.1 Plastic strain-stress heterogeneities
Figure IV.1 features the distribution of cumulated plastic slip on the reference surface
for five realizations. Figure IV.1-(e) shows the cumulated plastic slip map obtained for
the particular realization with columnar grains. Large differences are observed from one
realization to another. Whereas only one grain (grain 2) has a cumulated plastic slip level
quasi null in realization IV.1-(a), three grains (grains 7, 32 and 35) shows a cumulated plastic
slip level quasi null in figure IV.1-(c), six grains (grains 0, 1, 2, 10, 19 and 30) in figure
IV.1-(d) and nine grains (grains 2, 6, 7, 19, 24, 32, 33, 34 and 35) in figure IV.1-(b). As
previously observed in (Barbe et al., 2001), in the elastoplastic case, the shape of the grains
is not revealed by the evolution of the observed quantity. In contrast, the cumulated plastic
slip develops like deformation bands that go across several grains as observed in (Barbe
et al., 2001). Typical bands are different from one realization to another. This is the case
for the 45° inclined band in the bottom right hand corner of the aggregate, which is seen
in figures IV.1-(b) and -(c) but not in figures IV.1-(a) or -(d). Besides, the large plastic slip
band (which goes through grains 15, 23, 28 and 27) observed in figure IV.1-(b) is not seen in
figure IV.1-(a). Figure IV.1-(d) shows a more scattered band distribution than in the others
realizations responses. The cumulated plastic slip map of the columnar grains realization is
shown in figure IV.1-(e). The band distribution of plastic slip is observed as in the others
figures. However, the distribution is very different. Indeed, a large and long band of cumulated
plastic slip maxima goes through grains 5, 12, 17, 21, 25 and 30. This characteristic band
is not observed in the other maps. In general, the gradient of plastic slip inside individual
grains is less pronounced. More grains have a null cumulated plastic slip level, (grains 9, 31,
32, 33, 34, 35 and 29) whereas only grains 24 and 35 are in this case in figure IV.1-(b) and
none in figure IV.1-(c).
The distribution of the cumulated plastic slip is strongly heterogeneous. Large differences
are observed between the various results. Grain 15, for example, shows different cumulated
plastic slip levels. Only 5% of the grain has a plastic slip larger than 1.5 in figure IV.1-(a)
whereas 80% of the grain reaches this value in figure IV.1-(b). In figure IV.1-(d), 5% of grain
23 has a stress level larger than 1.8 whereas it represent 15% of the same grain in figure IV.1-
(a), 40% in figure IV.1-(b) and 50% in figure IV.1-(c). Slip in grain 21 is quasi-homogeneous
in figure IV.1-(d), with a plastic slip level larger than 2. This quasi-homogeneous cumulated
plastic slip distribution is found in the same grain in figure IV.1-(c) but for a slip level equal
to 0.4. These large differences in the level of the cumulated plastic slip from one realization
to another are observed in large grains as well as in smaller ones.
Figure IV.2 shows the evolution for four different realizations of the cumulated plastic
slip finite element response, normalized by the global mean cumulated plastic slip, along
the integration points of line hline (from left hand side to right hand side) and of line vline
(from bottom to top). Strong differences from one realization to another are noticed near the
boundaries of the grains as well as in the core of the grains. In grain 18, along the line hline,
the local response varies with a factor 1 to 4 near the grain boundaries between realizations




Fig. IV.1 – Cumulated plastic slip distribution γeq normalized by the global mean cumulated
plastic slip < γeq > for four different 3D realizations.
5 and 6. This difference is less pronounced in the core of this grain (variation by a factor


















































Fig. IV.2 – 3D grain morphology effect on cumulated plastic slip response, normalized by
the global mean cumulated plastic slip, on the reference surface : (a) along hline, (b) along
vline. x is the position along the x-axis, y is the position along the y-axis and d0 is the
mean grain size calculated over all realizations. The vertical lines indicate respectively the
x-position and y-position of the grain boundary intersections.
realizations 2 and 3. In grain 23, along line vline, the same difference (variation of the response
with a factor 1 to 3) is observed at the grain boundaries as well as in the grain core, between
realizations 2 and 3. In grain 36, realizations 2 and 5 show a difference by a factor 1 to 4.
In general, the local cumulated plastic slip state can vary by a factor of 1 to 4. A gradient
of cumulated plastic slip is observed in the grains. The plastic slip profile is very undulated
inside each grain.
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IV.2.2 Ensemble averages
Figure IV.3-(a) is a map of ensemble average cumulated plastic slip normalized by the
global average cumulated plastic slip (〈γeq〉 / γeq) at each Gauss point. In general, 19 grains
(a) (b)
Fig. IV.3 – (a) Ensemble average : for γeq the cumulated plastic slip, the quantity represented
here is γ¯eq/ < γ¯eq >. (b) Variance of the ensemble average : for D(γeq) the variance estimated
for the cumulated plastic slip, the quantity represented here is D(γeq)/ < γ¯eq >.
are active (cumulated plastic slip level larger than 1). A strong gradient of cumulated plastic
slip is observed inside individual grains. The level distribution is well seen in grains 15, 17
or 22 for example. Unlike the elastic case, the columnar grain realization results map is very
different from the ensemble average map. The most interesting is the local cumulated plastic
slip dispersion normalized by the global cumulated plastic slip (D(γeq) / 〈γeq〉) shown in
figure IV.3-(b). The local dispersion can be maximum near the grain boundaries as well as
in the core of the grains. For example, grain 27 and grain 21 have a strong dispersion in all
the grain (dispersion larger than 150%). Few areas have a dispersion smaller or equal to 0.1
(in grain 12, 17, 29 or 22 for example).
The differences are emphasized by the results plotted in figure IV.4. The average value of
the cumulated plastic slip finite element response, normalized by the global mean cumulated
plastic slip, along the integration point of line hline is plotted. The dispersion of the finite
element responses is also represented along this line. The gradient of the cumulated plastic
slip is clearly seen in the 5 grains studied. The local dispersion is significant in the grain
boundaries as well as in the grain core. It varies with a factor 1 to 2 in the core of the grain
18 and with a factor 1 to 4 near the boundaries of this grain. The local dispersion magnitude
is clearly higher than 150% which underlines the importance of the underlying 3D grain
morphology.
IV.3 Lattice rotation fields
The figure IV.5 shows the lattice rotation maps on the reference surface for four different
realizations. It is the norm of the vector associated with the elastic part of rotations ωe. It
IV.4. NUMBER OF ACTIVE SLIP SYSTEMS 31
variance equivalent plastic deformation


















Fig. IV.4 – Variance and mean value of the cumulated plastic slip finite element response
normalized by the global mean cumulated plastic slip, calculated on the reference surface
along hline. x is the position along the x-axis and d0 is the mean grain size calculated over
all realizations. The vertical lines indicate the x-position of the grain boundary intersections.
corresponds to the orientation of the atomic plane in the crystalline grid after 2% plastic
strain. The grain boundary grid is once again overlaid on the obtained maps in order to
better catch the information in each grain.
The heterogeneity of the rotation response is observed in each realization. The response
strongly differs from one realization to another. Indeed, three grains rotate by more than 2
degrees in figure IV.5-(d) (grains 15, 23 and 27) whereas four grains (grains 8, 17, 24 and 25)
are concerned in figure IV.5-(c), five grains (grains 7, 12, 14, 15 and 19) in figure IV.5-(a) and
7 grains (grains 15, 16, 17, 19, 20, 21 and 23) in figure IV.5-(b). The rotation gradient is well
catched in grain 30 in figure IV.5-(b), in grain 15 in figure IV.5-(c), or in grains 10 and 29
in map IV.5-(d). Besides, the grain 16 is rotated by more than 2.5 degrees in figure IV.5-(b)
whereas it is rotated only 0.5 degrees in map IV.5-(a). 50% (respectively 90%) of grain 15 has
more than 1.8 degrees rotated in realizations IV.5-(b) (resp. IV.5-(a)). Each map shows very
different rotation distribution than the others. Figure IV.6-(a) is a map of ensemble average
of the norm of the rotation vector φc normalized by the global average of it (φ¯c/ < φ¯c >) at
each Gauss point. The ensemble average rotation field is strongly heterogeneous.
IV.4 Number of active slip systems
In figure IV.7, number of active slip system is shown. This number is generally high at
relatively small plastic strain. One can see that the activity of the slip system is maximum
(from six to eight active slip systems) near the grain boundaries. The number of active slip
system map is different from one realization to another. In figure IV.7-(a) and IV.7-(b), for
instance, the activity is different in the core of grains 17 and 15. Grain 17 has 4 slip system
activ in figure IV.7-(a) whereas only one system is activ in the same grain in realization of
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(a) (b)
(c) (d)
Fig. IV.5 – Lattice rotation distribution maps (unit degrees) for four different environments
in the third direction.
figure IV.7-(b). The results of the activity of grain 15 shows between 2 and 4 active slip
systems in realization IV.7-(a) and between 4 and 7 slip systems in realization IV.7-(b).
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(a) (b)
Fig. IV.6 – (a) Ensemble average rotation maps : for φc being the norm of the rotation
vector, the quantity represented is φ¯c/ < φ¯c > (b) Variance of the ensemble average rotation
maps : the quantity represented is D(φc) =< φ¯c >.
(a) (b)
(c) (d)
Fig. IV.7 – Active slip system number maps for four different realizations.
34 Chapitre IV. Elastoplastic behaviour
Chapitre -V-
Conclusions and outlook
Finite element response of several synthetic polycrystals that have the same surface
microstructure but different grain morphology below the surface were simulated in elasticity
and in elastoplasticity. In this aim, synthetic microstructures can be created to represent a
polycrystal with a controlled surface microstructure. An original construction algorithm is
proposed, based on the Voronoi polyhedra model. The same grain orientation distribution
can be applied to the aggregates. The purpose of this part was to quantify the influence of the
grain morphology on the surface fields. In order to restrict the statistical error due to both
the mesh size and the thickness of the aggregate, the influence of the mesh refinement and the
effect of the number of grains in the thickness on the surface response was first considered. A
good quality-price ratio for the mesh size and the number of grains in the thickness has been
chosen. Comparing each realization response, several typical results are extracted.
– Strong heterogeneities are observed in all the surface computations results.
– The maximum stresses are localized near the grain boundaries, especially in the case
of elasticity.
– In elastic computations, the shape of the grains can be recognized from the distribution
of equivalent stress.
– The strong differences to one particular 3D realization to another are observed both
near the grain boundaries and in the grain core, both in elastic surface response and in
elastoplastic surface response.
– Maps of ensemble averaged stress and strain were provided together with the map of
local dispersion.
The present paper gives then an answer to several investigations :
– At the surface, the 3D realization with columnar grain stress response is close to
the ensemble average response on the eighteen particular 3D realizations, but only
in elasticity.
– The local dispersion of the von Mises equivalent stress response is of the order of 30%
in the elastic case, for tensile tests over N realizations and one given reference surface.
– The local dispersion of the cumulated plastic strain response is more than 150% in the
elastoplastic case for 2% mean strain, for tensile tests over N realizations and one given
reference surface.
The main conclusion is :
For comparison with experimental strain or lattice rotation field measurement, it is necessary
to take the actual 3D morphology of the grains beneath the surface into account. If only
qualitative assessment are needed, ensemble average maps can be useful. In the case of FCC
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crystals and in the case of elasticity, the ensemble average maps may be close to the maps of
3D columnar grains.
At this part of the study, several perspectives are open : If the results obtained for a 2D
computation are in agreement with the experimental results, it stands a strong chance that
the structure of the real sample is not far from a columnar grain morphology. An example
of such a situation can be found for instance in (Mary et al., 2005). This study can then
be useful in non destructive analysis, in order to check up wether the first grain layer has
an equiaxed structure or not. An interesting idea is to create a procedure of 3D morphology
reconstruction, starting from the surface field measurements. It is imaginable with the present
work because according to the 3D morphology, very different surface responses are obtained,
at least for the first layer.
Deuxie`me partie
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VI.1 Ele´ments de me´tallurgie physique en plasticite´ cristalline
Expe´rimentalement, on observe un lien e´troit entre la taille des constituants et la re´ponse
des mate´riaux me´talliques a` une sollicitation me´canique. L’effet de taille de grain observe´
expe´rimentalement se traduit par un durcissement pour les tailles de grain les plus petites.
C’est la mode´lisation de cet effet qui est aujourd’hui un sujet d’inte´reˆt majeur notamment
dans la course des aciers a` grains ultra-fins. Les e´chelles de longueur qui entrent en jeu varient
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de la centaine de microme`tres a` la centaine de nanome`tres. L’origine physique de cet effet est
relie´ au concept des dislocations, introduit comme outil de la mode´lisation (Orowan,1934).
La mode´lisation du comportement plastique s’appuie sur le processus physique de glissement
cristallographique, caracte´ristique des mate´riaux polycristallins. Orowan a avance´ l’hypothe`se
que le glissement cristallographique repose sur le mouvement des dislocations.
La pre´diction de la relation contrainte-de´formation ou des champs locaux dans le
cas d’un polycristal est parfois mise en de´faut par des observations expe´rimentales. Il
faut en effet tenir compte des me´canismes de de´formation a` l’inte´rieur des grains et de
l’accommodation des efforts inter-granulaires. Ashby (Ashby, 1970) a introduit cette notion
dans un mode`le de comportement de polycristal. Ashby a suppose´ que chaque grain se
de´forme en glissement simple. Cela conduit a` un stockage de dislocations du meˆme type
unique, aux vecteurs de Burgers oppose´s, sur les parties oppose´es des joints de grain. Un
grain est ”divise´” en deux re´gions, l’une a` faible densite´ de dislocations ou` la de´formation
est homoge`ne (dislocations dites statistiquement distribue´es), et l’autre a` plus forte densite´
de dislocations ou` s’ope`re l’accommodation des dislocations entre les grains (dislocations
d’accommodation ge´ome´triques). Dans le mode`le d’Ashby, cette zone a` forte densite´ de
dislocations d’accommodation ge´ome´triques correspond a` une bande, le long des joints de
grains.
VI.1.1 Durcissement d’Orowan
L’un des me´canismes qui contribue activement au durcissement de la structure est
le me´canisme de durcissement par pre´cipitation. Les pre´cipite´s, cohe´rents et incohe´rents,
interagissent avec les dislocations. Si les premiers peuvent eˆtre cisaille´s par les dislocations,
ce n’est pas le cas des seconds ; les pre´cipite´s sont alors contourne´s par les dislocations. Ce
processus est appele´ me´canisme d’Orowan, ou` chaque dislocation ajoute une boucle re´siduelle
autour des particules. La taille apparente du pre´cipite´ augmente donc a` chaque activation de
la source de Frank-Read. Le phe´nome`ne d’e´crouissage y est bien e´videmment e´leve´.
La contrainte qu’il faut alors appliquer pour permettre le contournement des pre´cipite´s par
les lignes de dislocations de´pend directement du libre parcours moyen.
Le mouvement d’une dislocation est alors fonction de la valeur Λ, distance entre les pre´cipite´s.
De`s lors, si r ¿ Λ (r e´tant le rayon de courbure des dislocations), la courbure autour des
particules est facilite´e. Ne´anmoins, une contrainte reste ne´cessaire pour courber la ligne de
dislocations, jusqu’a` former ensuite une boucle de rayon 12Λ. Orowan a donne´ une forme
simplifie´e de cette contrainte critique, dans le cas ou` les dislocations viennent de passer les
pre´cipite´s, mais ont laisse´ des boucles re´siduelles autour des particules (Honeycombe, 1984a) :




avec τs la contrainte critique de cisaillement de la matrice et T , la tension de ligne des
dislocations. La contrainte varie donc en fonction de l’inverse de la distance entre les pre´cipite´s.
VI.1.2 Durcissement Hall-Petch
La relation de Hall-Petch relie la contrainte seuil a` la taille de grain par la relation :
σy = σ0 + kd−1/2 (VI.2)
ou` d est la taille de grain, σ0 la contrainte de friction et k le facteur de Hall-Petch.
L’interpre´tation physique de cette relation repose sur la the´orie d’empilement des dislocations
du meˆme signe, ge´ne´re´e par une source de Frank-Read.
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Dans sa formulation initiale, la relation de Hall-Petch relie la contrainte d’e´coulement a`
la taille de grain. Applique´e a` des mate´riaux me´talliques en plasticite´ cristalline, elle est a`
l’origine de nombreuses discussions. L’interpre´tation physique de la relation de Hall-Petch
repose sur des me´canismes base´s sur la the´orie des dislocations.
VI.1.3 Empilements de dislocations
La premie`re hypothe`se initialement avance´e pour expliquer la relation de Hall-Petch (Hall,
1951 et Petch, 1953) sugge`re que l’augmentation de la contrainte aux joints de grains est due
a` la formation d’empilements de dislocations. A terme, cette concentration de contrainte
conduit a` l’activation de sources de dislocations dans les grains voisins : le glissement se
propage de grain en grain.
VI.1.4 Interaction entre dislocations
(Ashby, 1970) et plus tard (Arsenlis and Parks, 1999) ont propose´ une the´orie base´e sur
la notion de densite´ de dislocations. Plus le grain sera petit, plus la densite´ de dislocations
sera e´leve´e pour une de´formation donne´e (Mecking and Kocks, 1981; Estrin and Mecking,
1984). En introduisant le concept de libre parcours moyen d’une dislocation et le gradient de
la de´formation on retrouve la relation de Hall-Petch en d−1/2.
VI.1.5 Le joint de grain comme source de dislocations
Enfin, une ide´e avance´e a e´te´ que la concentration de contrainte cre´e a` l’origine par les
empilements de dislocations n’est pas ne´cessaire pour activer le glissement de grain a` grain.
Ce sont alors les joints de grains, qui sous l’action d’un chargement exte´rieur, se comportent
comme des sources de dislocations.
VI.1.6 Interpre´tation de la loi de Hall-Petch
La cission critique τ ne´cessaire pour re´sorber la re´action de geˆne au passage d’une
dislocation de vecteur de Burgers b dans un re´seau de dislocations de densite´ ρF est (Franc¸ois




avec 14 < α <
1
3 .
En pre´sence de frottement de re´seau, la contrainte de glissement d’une dislocation de la foreˆt
s’e´crit :
τ = τ0 + αµb
√
ρF (VI.4)
ou` τ0 est la contrainte de frottement assimilable a` la limite d’e´lasticite´ du cristal. Les
contributions des particules et des solute´s sont inclus dans le terme τ0. On admet qu’il existe
une relation line´aire entre la densite´ de dislocations mobiles ρm et la densite´ de la foreˆt
(ρF = βρm). La relation d’Orowan relie l’incre´ment de de´formation dγ a` un incre´ment de
densite´ de dislocations mobiles dρm de libre parcours L :
dγ = bLdρm (VI.5)
On se rame`ne alors a`
τ = τ0 + αµb
√
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si le libre parcours moyen est proportionnel a` la taille de grain (L = λd), il vient :
τ = τ0 + αµb
√








τ = τ0 + kd−
1
2 (VI.8)
ou` τ0 et k sont des constantes.
Une extension de la relation de Hall-Petch a e´te´ propose´e par Armstrong (1962). La
contrainte τ pour une de´formation donne´e ² est ainsi relie´e a` la taille de grain sous la forme :
τ(²) = τ0(²) + k(²)d−
1
2 (VI.9)
τ0(²) et k(²) sont des constantes pour une de´formation donne´e. La relation de Hall-Petch est
longuement discute´e dans (Hansen, 2004).
VI.2 Densite´s de dislocations
C’est la multiplication, le mouvement et l’accumulation de dislocations qui sont a` l’origine
de la de´formation plastique et du durcissement du mate´riau. Les dislocations s’accumulent
pour deux raisons :
– elles s’accumulent en se bloquant les unes et les autres (effet de la foreˆt),
– ou elles sont utilise´es pour assurer la compatibilite´ de la de´formation en diffe´rents
endroits du cristal.
On rencontre couramment dans la litte´rature cette distinction entre ”familles”de dislocations.
Ainsi, les dislocations peuvent eˆtre se´pare´es en deux cate´gories :
– les dislocations statistiquement distribue´es (note´e avec l’exposant S dans la suite),
qui trouvent leur origine dans le processus d’accumulation par ”blocage mutuel” des
dislocations au cours de la de´formation plastique.
– les dislocations d’accommodation ge´ome´trique (note´es avec l’exposant G), associe´es aux
incompatibilite´s de de´formation du re´seau cristallin.
VI.2.1 Densite´s de dislocations statistiques
Les dislocations statistiquement distribue´es (SSD’s) s’accumulent au cours de la
de´formation uniforme. On conside`re le de´placement relatif de deux points mate´riels d’une
structure cristalline. Ces deux points sont se´pare´s de dxi, dans le repe`re carte´sien de re´fe´rence.
Le de´placement relatif se de´compose comme suit (Fleck et al., 1994) :






dusi ≡ γijdxj , duri ≡ φijdxj , duei ≡ εelijdxj (VI.11)
dusi est le de´placement relatif duˆ au glissement, du
r
i est celui duˆ a` la rotation de la matie`re
et duei est celui duˆ a` l’extension e´lastique de la structure. γij est le tenseur de glissement
plastique, φij est le tenseur de rotation mate´rielle et εelij est le tenseur de de´formation e´lastique.
Un syste`me de glissement particulier s est caracte´rise´ par le couple de vecteurs (l(s),n(s)) ou`
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ou` γ˙(α) est la vitesse de glissement sur chaque syste`me de glissement actif.
On coupe fictivement un cristal pour de´limiter une surface S de normale exte´rieure n. On
de´finit ainsi Bi comme le de´placement re´sultant de la fermeture d’un circuit de Burgers sur













avec αin = enkjγij,k
ou` enkj est le signe de la permutation (i, j, k). On peut aussi interpre´ter α∼, tenseur densite´
de dislocations comme la moyenne, sur un volume donne´, du produit du vecteur de Burgers
b par le vecteur ligne de dislocations ξ (Kro¨ner, 1969) :
α∼(x) =< b⊗ ξ > (x) (VI.15)
On de´finit ensuite un tenseur d’ordre 4, α∼∼
, tel que :
α∼∼
(x, x′) =< (b⊗ ξ)(x)⊗ (b⊗ ξ)(x′) > (VI.16)
















χ e´tant la fonction indicatrice de la pre´sence ou non d’une dislocation, L la longueur de ligne
de dislocation contenues dans V et ρ la densite´ de dislocations au sens de la me´tallurgie
physique.
On conside`re a` pre´sent un e´le´ment de volume infinite´simal d’un monocristal soumis a` des
contraintes me´caniques. On appelle configuration interme´diaire relaˆche´e une configuration
dans laquelle l’e´le´ment de volume est de´coupe´ du corps mate´riel qui l’environne et se
retrouve donc libre de toute contrainte. La configuration interme´diaire est choisie de sorte
que l’orientation du cristal et l’orientation initiale avant de´formation soient les meˆmes. On
de´compose alors la transformation F telle que :
F∼ = F∼
e · F∼p (VI.18)
F∼
p est la transformation plastique qui permet de passer de la configuration initiale a` la
configuration interme´diaire et F∼
e est la transformation e´lastique qui de´crit le passage de la
configuration interme´diaire a` la configuration courante.
Le tenseur F∼
e relie les vecteurs infinite´simaux dξ et dx tel que :
dξ = (F∼
e)−1 · dx (VI.19)





e)−1 · dΓ (VI.20)
L’application de la formule de Stokes conduit a` l’expression du de´faut de fermeture en fonction




rot(F e)−1 · ndS =
∫
S
α∼ · ndS (VI.21)
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Fig. VI.1 – Sche´ma d’un cristal soumis a` un gradient de cisaillement : les
dislocations s’annihilent entre elles mais certaines restent en exce`s. Ce sont les dislocations
d’accommodation ge´ome´trique ρG qui contribuent a` l’accommodation du re´seau cristallin. On
obtient ainsi une courbure du re´seau du cristal (Ashby, 1970).
avec
α∼ = −rot(F∼e)−1 = −ejkl(F eil,k)−1ei ⊗ ej (VI.22)
Une expression e´quivalente de α∼ en fonction du rotationnel de la de´formation plastique F∼
p
peut eˆtre obtenue en utilisant la compatibilite´ du champ F∼ . On la donne ici dans le contexte
des petites transformations utilise´ dans ce travail :
α∼ = −rot(ε∼p + ω∼p) (VI.23)
VI.2.2 Densite´ de dislocations d’accommodation ge´ome´trique
La notion de densite´ de dislocations d’accommodation ge´ome´trique (GND’s) a au
de´part e´te´ introduite par (Nye, 1953) puis reprise par (Ashby, 1970) et (Kro¨ner, 1969).
Le durcissement du mate´riau est initie´ par la re´sistance au mouvement des dislocations
au cours de la de´formation plastique. Les GND’s sont alors ne´cessaires pour accommoder
la structure du re´seau cristallin au cours de la de´formation plastique non uniforme (en
pre´sence de courbure du re´seau cristallin par exemple). On les retrouve donc essentiellement
la` ou` se localise la discontinuite´ de la structure cristalline, c’est-a`-dire aux joints de
grains. On ne distinguera pas, en termes de dislocations, les statistiquement distribue´es des
ge´ome´triquement ne´cessaires (Gao and Huang, 2003). (Ashby, 1970) a tre`s clairement illustre´
la pre´sence de GND’s, illustration reprise ici sur la figure VI.1. En effet, on conside`re un cristal
divise´ en plusieurs blocs. On soumet ce cristal a` un gradient de cisaillement. Les dislocations de
signes oppose´s s’annihilent entre elles d’une cellule a` l’autre. L’exce`s de dislocations qui re´sulte
de ce processus d’annihilation correspond a` une densite´ ρG, directement proportionnelle au
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Fig. VI.2 – Plasticite´ confine´e dans un biphase´ constitue´ d’une phase e´lastoplastique et
d’une phase dure e´lastique. La formation d’empilements de dislocations est a` l’origine de la
de´formation non–homoge`ne dans la phase molle (d’apre`s (Ashby, 1970)).
L’exposant G indique qu’il s’agit la` de dislocations ge´ome´triquement ne´cessaires.
VI.2.3 Courbure de re´seau
La figure VI.2 illustre e´galement la rotation de la structure induite par le gradient de
cisaillement. On observe la courbure des plans lorsqu’on impose le gradient de de´formation





On peut e´galement relier la courbure du re´seau au tenseur densite´ de dislocations de Nye
sous la forme :
αij = κji − κmmδij (VI.26)
soit e´crit sous une forme tensorielle :
α∼ = κ∼
T − (tr κ∼)I∼ (VI.27)
VI.3 Mode`les de plasticite´ continue a` longueur interne
Les mode`les classiques de la plasticite´ cristalline doivent eˆtre enrichis pour rendre
compte d’effets de taille dans les monocristaux et les polycristaux me´talliques. On pre´sente
ici diffe´rentes ge´ne´ralisations du sche´ma classique depuis les formulations les plus simples
jusqu’aux the´ories les plus e´labore´es et les plus re´centes.
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VI.3.1 Extensions du mode`le de plasticite´ cristalline base´es sur le milieu
de Cauchy
On de´crit ici la classe de mode`les qui s’appuient sur le milieu continu classique, dit
de Cauchy, et qui font appel a` des variables internes supple´mentaires capables de rendre
compte d’effets d’e´chelle. Les deux premiers mode`les de´crits ici concernent la plasticite´ des
polycristaux a` l’aide de me´thodes d’homoge´ne´isation classique, a` savoir les mode`les de Taylor
et autocohe´rent.
a) Le mode`le de polycristal de Weng
Les me´thodes d’homoge´ne´isation classiques ont permis dans les 40 dernie`res anne´es de
mettre en place des mode`les de polycristaux prenant en compte la texture cristallographique
des mate´riaux et le glissement moyen dans les grains (Sanchez-Palencia and Zaoui, 1987).
Le sche´ma autocohe´rent pour le comportement e´lastoplastique des polycristaux propose´ par
(Berveiller and Zaoui, 1979) permet de pre´voir le comportement du polycristal a` partir de
la loi de comportement du monocristal. Il sera pre´sente´ en de´tail dans la partie VIII.2.1-a).
On indique ici uniquement les ingre´dients principaux du mode`le. La texture est discre´tise´e
en un nombre M d’orientations cristallographiques, appele´es phases ou grains par abus de
langage. Les contraintes et de´formations macroscopiques sont les moyennes des grandeurs



















gs est le tenseur d’orientation du syste`me s dans le grain g. On suppose que la loi de
comportement au niveau du grain est la meˆme que celle utilise´e dans la premie`re partie de ce
travail (voir paragraphe IV.1). Les parame`tres de cette loi de´pendent en fait de la taille de
grain et sont en ge´ne´ral identifie´s par approche inverse a` partir d’une re´ponse de polycristal
(Fivel and Forest, 2004). Le mode`le complet est alors utilisable pour de´crire d’autres types
de chargement me´canique. Comment ge´ne´raliser le mode`le homoge´ne´ise´ du polycristal pour
inte´grer directement cet effet de taille de grain ?
Weng (Weng, 1983) a propose´ de relier directement la contrainte seuil du grain sur le
syste`me de glissement, a` la taille de grain d. Il introduit pour cela explicitement une loi
de Hall et Petch au niveau du monocristal. Ainsi, on e´crit le τ critique sur un syste`me de
glissement s :
τ = τ∞ + k d−
1
2 + h(γs)n, h = h(d) (VI.30)
La cission re´solue critique initiale du monocristal massif est τ∞. Le module d’e´crouissage est
h et l’effet de taille de grain est contenu dans le terme k d−
1
2 de Hall-Petch. On se place non
plus du point du vue de l’agre´gat mais plus localement, c’est-a`-dire au niveau du grain. On
fait ensuite appel aux me´thodes d’homoge´ne´isation (mode`le de type sche´ma auto-cohe´rent)
pour observer l’effet de taille de grain au niveau de l’agre´gat. On fait l’hypothe`se de l’e´lasticite´
isotrope et on ne´glige les effets induits par la rotation des grains. Weng applique ce mode`le a`
la description d’effets de taille de grain dans le polycristal de cuivre pour des tailles de grain
allant de 12 a` 220 µm.
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C’est une me´thode efficace pour inte´grer de manie`re phe´nome´nologique l’effet de taille de
grain dans les mode`les d’homoge´ne´isation pour les polycristaux. Cependant il est discutable
d’e´crire au niveau du grain une loi de Hall-Petch qui est fondamentalement une relation
macroscopique. Le fait que les de´formations et contraintes par grain g soient la moyenne de
ces grandeurs pour tous les grains re´els ayant une orientation proche de g, donne toutefois
une certaine le´gitimite´ a` ce mode`le. Le handicap majeur de ce mode`le est qu’il suppose la
connaissance pre´alable des parame`tres de la loi de Hall et Petch. Le mode`le n’est donc pas
pre´dictif en ge´ne´ral.
Lorsqu’il s’agit de de´crire les champs locaux au sein meˆme des grains comme dans la
premie`re partie de ce travail, il n’est plus le´gitime d’employer, point par point, la loi (VI.30).
D’autres solutions sont propose´es dans la suite.
b) Lois d’e´crouissage e´tendues
De nombreux auteurs introduisent un terme d’e´crouissage supple´mentaire afin de rendre
compte d’effets de taille de pre´cipite´ ou de taille de grain. La loi d’e´crouissage e´tendue inte`gre
en ge´ne´ral l’influence de la densite´ de dislocations d’accommodation ge´ome´trique ρG. Deux
difficulte´s se pre´sentent :
– e´valuer la densite´ ρG a` partir de la connaissance du champ (ou simplement de sa
moyenne par grain) de glissement plastique au sein du grain ;
– formuler explicitement la fonction de durcissement supple´mentaire. C’est en ge´ne´ral une
relation en
√
ρS + ρG ou une description plus de´taille´e en fonction des contributions
des diffe´rents syste`mes.
De manie`re formelle, on e´crira l’e´crouissage supple´mentaire sous la forme
rs = r0 +RS +RG (VI.31)
L’e´crouissage duˆ aux densite´s de dislocations statistiquement distribue´es et note´ RS est
classiquement utilise´ depuis plus de 30 ans. Il reste a` de´finir la contribution due au tenseur
densite´ de dislocations RG. On pre´sente ci–dessous deux exemples de mise en œuvre de cette
approche.
c) Mode`le d’Evers du polycristal
Evers et al. reprennent le mode`le de Taylor du polycristal caracte´rise´ par une de´formation
uniforme dans le polycristal (Evers et al., 2002). Ils modifient le sche´ma afin de restaurer
l’e´quilibre des efforts moyens au niveau des joints de grains. Pour cela, les auteurs introduisent
la phase cœur de grain et un corte`ge de Nb bicristaux embrassant le joint de grain et deux
portions de cristaux de part et d’autre du joint (voir figure VI.3). La contrainte moyenne par
grain est alors de´finie par
σ∼
g = ϑσ∼






La fraction volumique du cœur est donne´e par ϑ. La contrainte moyenne dans le cœur du
grain g est σ∼
g,core. La contrainte macroscopique est toujours donne´e par (VI.28). On renvoie a`
l’article (Evers et al., 2002) pour la de´finition des bicristaux. Le mode`le introduit explicitement
une longueur interne l
l = (1− ϑ1/3)d
2
(VI.33)
ou` d est la taille de grain. La longueur l est l’e´paisseur de la coquille entourant chaque grain.
Le comportement du coeur et des bicristaux correspondants est re´gi par les e´quations de la
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plasticite´ cristalline en grande transformation. La connaissance de la de´formation plastique
moyenne de la partie i de chaque bicristal et de cœur du grain permet d’e´valuer la densite´ de
dislocations d’accommodation ge´ome´trique induite par les incompatibilite´s de de´formation
de grain a` grain, par l’interme´diaire du tenseur densite´ de dislocations. L’estimation propose´e









, ∆F Tp = F∼
i
p − F∼corep (VI.34)
ou` nb0 est la normale au joint de grain conside´re´, dans la configuration initiale. La condition
d’e´quilibre moyen a` l’interface du bicristal (i, e) est introduite dans le mode`le :
(σ∼
b,i − σ∼b,e).nb = 0 (VI.35)
Une de´composition du tenseur densite´ de dislocations ainsi estime´, selon les contributions de
densite´s de dislocations d’accommodation ge´ome´trique associe´es aux dislocations de type vis




ρG,ubuO ⊗ ξuO (VI.36)
L’e´crouissage supple´mentaire associe´ a` ces dislocations d’accommodation ge´ome´trique est pris











Le mode`le est utilise´ enfin pour calculer la re´ponse en traction de polycristaux de cuivre
pour des tailles de grains allant de 14 µm a` 220 µm. Pour cela, une valeur arbitraire ϑ = 0.5
est utilise´e. Le mode`le pre´voit une de´pendance de la contrainte macroscopique en d−n avec
0.5 < n < 0.9.
Dans cette approche, le choix de la longueur interne l reste de´licat. Lorsque la taille de
grain est modifie´e, la fraction volumique ϑ est suppose´e constante dans les calculs pre´sente´s
dans (Evers et al., 2002). Des calculs par e´le´ments finis sur des agre´gats polycristallins avec
des mode`les de plasticite´ cristalline pre´sente´s dans la suite peuvent permettre de justifier ou
d’infirmer ces choix. Une limitation importante du mode`le est la suivante : la limite d’e´lasticite´
initiale a` 0.0002 de de´formation plastique ne semble pas de´pendre de la taille de grain, ce qui
est contraire a` de nombreuses observations expe´rimentales.
d) Introduction du tenseur densite´ de dislocations comme variable interne dans
les mode`les de plasticite´ du monocristal
Lorsque l’on effectue des calculs de monocristaux, de multicristaux ou d’agre´gats
polycristallins avec une re´solution suffisamment fine au sein de chaque grain, en utilisant
les lois classiques de la plasticite´ du monocristal pre´sente´e au paragraphe IV.1. on dispose
du champ en ge´ne´ral he´te´roge`ne de de´formation plastique a` chaque instant. Il est donc
possible d’e´valuer le tenseur densite´ de dislocations et les densite´s ρG associe´es en calculant le
rotationel de la de´formation plastique ou de certaines de ces contributions. Cette e´valuation
pre´cise constitue en quelque sorte un post-traitement a` effectuer a` la fin de chaque incre´ment.
De`s lors, rien n’empeˆche alors d’introduire les valeurs trouve´es dans les e´quations de
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Fig. VI.3 – A partir d’un agre´gat (a` gauche), chaque grain est de´compose´ en 2 principales
parties constitutives : un cœur de grain et plusieurs parties joints de grains ((Evers et al.,
2004)).
comportement, par exemple en introduisant en chaque point du milieu cristallin l’e´crouissage
supple´mentaire RG fonction des ρG ainsi e´value´s. C’est l’ide´e qui pre´side a` toute une classe de
mode`les dits de plasticite´ a` gradients. L’ide´e originale remonte aux travaux de Dai et Parks
(Dai and Parks, 1997).
Dans le mode`le de (Bassani and A. Needleman, 2001), le module d’e´crouissage au niveau
du syste`me de glissement h(γs, α) est une fonction du glissement et d’un invariant α du
tenseur densite´ de dislocations, donc fonction des composantes du gradient de γs. La prise
en compte plus comple`te du tenseur densite´ de dislocations est pre´sente´e dans (Acharya and
Bassani, 2000). Busso, quant a` lui, utilise les relations (VI.37) et (VI.38) en s’appuyant sur les
champs de de´formation qu’il a de´termine´s graˆce a` des calculs par e´le´ments finis. Son mode`le
est applique´ au cas de monocristaux biphase´s de superalliages a` base de nickel, comme dans
(Forest et al., 2000), puis a` des polycristaux de cuivre dans (Cheong et al., 2005).
Dans le cadre de la me´thode des e´le´ments finis, l’e´valuation du tenseur densite´ de
dislocations a` partir du champ de de´formation plastique ou des glissements e´le´mentaires pose
quelques difficulte´s. En effet, les glissements n’e´tant pas des degre´s de liberte´ attache´s aux
nœuds, l’e´valuation des gradients de ces grandeurs ne´cessite une extrapolation aux nœuds
a` partir des valeurs aux points de Gauss a` l’aide des fonctions d’interpolation, suivie de
l’application de la matrice gradient B.
Il s’agit d’une classe de mode`les efficaces faisant l’e´conomie de degre´s de liberte´
supple´mentaires dans la repre´sentation continue du milieu. Deux difficulte´s peuvent cependant
eˆtre releve´es :
– Lorsque l’on e´tudie des proble`mes aux limites pour lesquels, dans leur formulation
classique, la de´formation reste homoge`ne par phase, alors la classe de mode`les
pre´ce´dents ne pre´voit aucun effet d’e´chelle puisque les gradients des diffe´rentes variables
restent nuls. Un tel exemple est donne´e sur la figure VI.4 issue de (Forest and
Sedla´cˇek, 2003). Il s’agit de la de´formation d’un biphase´ compose´ d’une phase dure
(e´lastique) et d’une phase molle (plastique en glissement simple), soumis a` un glissement
simple macroscopique avec des conditions aux limites pe´riodiques. La de´formation est
homoge`ne dans chaque phase. L’absence de conditions a` l’interface dans la classe de
mode`les envisage´e dans cette section ne permet pas d’engendrer des he´te´roge´ne´ite´s de
de´formation associe´es aux empilements de dislocations. Cette situation sera discute´e a`
nouveau ulte´rieurement. Dans le cas du calcul d’agre´gats polycristallins, la de´formation
est ne´cessairement he´te´roge`ne de sorte que la classe de mode`les discute´e dans cette
section produira syste´matiquement des effets d’e´chelle. C’est ce qui explique par exemple
la description correcte de l’effet de taille de grain dans les calculs pre´sente´s par (Acharya






Fig. VI.4 – Mode´lisation continue du phe´nome`ne pre´ce´dent : alors que le mode`le
classique fournit la solution homoge`ne par phase (b), la the´orie de Cosserat rend compte
de l’he´te´roge´ne´ite´ dans la phase molle (grise ici), cas e´lastique, profil en cosh (c) et
e´lastoplastique, profil parabolique (d). L’e´tat initial est (a) et on applique un glissement
simple dans la direction 1, avec des conditions aux limites pe´riodiques.
and Beaudoin, 2000) dans le cas d’un comportement purement viscoplastique.
– Lorsque l’on substitue les relations de comportement dans les e´quations d’e´quilibre, la
pre´sence des termes en gradient de de´formation plastique conduit a` des e´quations aux
de´rive´es partielles en les composantes de de´placement d’ordre supe´rieur au cas classique.
En l’absence de conditions aux limites supple´mentaires, le proble`me est en ge´ne´ral mal
pose´. L’approche est donc critiquable du point de vu mathe´matique, du point de vu
nume´rique (rien n’assure a priori la convergence des re´sultats en particulier vis–a`–vis
du maillage), et du point de vue physique (quel est le sens physique des conditions
aux limites implicites ?). Les difficulte´s de ce type d’approche en particulier en pre´sence
d’instabilite´s ont e´te´ explore´es dans (Niordson and Hutchinson, 2003).
Les limites pre´ce´dentes incitent a` remettre en question la formulation continue elle–meˆme
afin d’aboutir a` un proble`me bien pose´ inte´grant l’effet du tenseur densite´ de dislocations.
VI.3.2 Mode`le de Cosserat du monocristal
Les milieux de Cosserat sont des milieux continus ge´ne´ralise´s posse´dant des degre´s
de liberte´ de translation (le de´placement classique du point mate´riel) et de microrotation
inde´pendante de la rotation mate´rielle. Le lien entre la me´canique de milieux de Cosserat et
la plasticite´ cristalline a e´te´ vue de`s la fin des anne´es 1950 (Gu¨nther, W., 1958). La relation
de Nye (VI.26) reliant le tenseur densite´ de dislocations a` la courbure du re´seau cristallin
est a` l’origine du lien entre dislocations et milieux de Cosserat. En effet sule gradient de
la microrotation repre´sente une courbure dont l’influence sur le comportement me´canique
peut eˆtre prise en compte. La re´sistance a` la courbure du milieu est due aux couples de
contraintes. L’existence de tels couples de contraintes a e´te´ envisage´e tre`s toˆt par MacClintock
et Kro¨ner (McClintock et al., 1958; McClintock, 1960; Kro¨ner, 1963). Dans le volume II de
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son cours de physique, Arnold Sommerfeld a confie´ a` Kro¨ner la re´daction d’un chapitre sur
les liens entre la the´orie continue des dislocations et la me´canique des milieux de Cosserat
(Sommerfeld, 1978). De tels liens ont e´te´ explore´s par Mura dans les anne´es 1960 (Mura,
T., 1965). La the´orie continue des dislocations de´veloppe´e par Kro¨ner et Seeger permet de
calculer les champs de contraintes induits par une distribution donne´e de dislocations. Il s’agit
de proble`mes d’e´lasticite´ avec champ d’incompatibilite´ donne´. La the´orie de la plasticite´ des
milieux de Cosserat repre´sente un moyen de passer de cette the´orie continue des dislocations
essentiellement statique (ou` a` flux de dislocations donne´) a` une description dynamique par le
biais de lois de comportement.
Cette approche est arrive´e trop toˆt puisque les e´quations de durcissement classique du
monocristal n’e´taient en fait pas encore e´crites. Ce n’est qu’au de´but des anne´es 1970 que les
lois de comportement ont e´te´ formule´es pour le monocristal en grandes transformations en
inte´grant le durcissement principalement associe´ aux densite´s de dislocation statistiquement
distribue´es (Mandel, 1971; Rice, 1971). Dans son article fondateur de la plasticite´ anisotrope
en grandes transformations, Mandel indique qu’il faudrait traiter le monocristal comme un
milieu de Cosserat mais qu’en ge´ne´ral on ne´glige les couples de contraintes (Mandel, 1973).
Une telle the´orie e´lastoviscoplastique du monocristal a e´te´ formule´e dans (Forest et al.,
1997). Elle sera pre´sente´e au chapitre VII. Elle pre´sente une ge´ne´ralisation de la loi de
Schmid en pre´sence de couples de contraintes. Dans ce mode`le, l’e´crouissage est fonction non
seulement du glissement plastique mais aussi de la courbure plastique, i.e. du tenseur densite´
de dislocations par le biais de la relation de Nye. Le mode`le a e´te´ applique´ au durcissement
par pre´cipitation et a` l’effet de taille de grain dans les cristaux CFC (Forest et al., 2000) et
au champ en pointe de fissure dans les monocristaux (Forest et al., 2001a).
Une the´orie de Cosserat du monocristal a aussi e´te´ de´veloppe´e pour la mode´lisation des
bandes de cisaillement dans les monocristaux (Labbe´ et al., 1998; Kratochvil et al., 1999).
La relation suivante d’e´crouissage supple´mentaire fonction du tenseur densite´ de dislocations
calcule´ a` partir de la courbure du re´seau a e´te´ propose´e :
RG = GG(ρS +√α∼ : α∼) (VI.39)
La loi de comportement reliant les couples de contraintes a` la courbure adopte´e dans





ou` d est la distance entre microbandes de localisation, w la largeur de ces bandes, et γ leur
intensite´ en de´formation. La longueur l est la taille de l’e´le´ment de volume me´soscopique
conside´re´ contenant la distribution de microbande. On reviendra sur cette notion de taille
d’e´le´ment de volume conside´re´, repre´sentant la re´solution spatiale de l’approche continue
utilise´e.
VI.3.3 Mode`le du second gradient du monocristal
Le mode`le de Cosserat privile´gie la notion de courbure du re´seau directement lie´e au
tenseur densite´ de dislocations par la relation (VI.26). On peut privile´gier un autre aspect du
tenseur densite´ de dislocations en conside´rant les relations (VI.22) et (VI.23). La premie`re
relation est une fonction du gradient de la de´formation e´lastique ou, de manie`re e´quivalente,
de la de´formation plastique. Inte´grer α∼ dans la mode´lisation continue de la plasticite´ cristalline
revient donc a` faire intervenir le gradient de la de´formation plastique, ou au moins une partie
de ce gradient. Une telle the´orie peut eˆtre inscrite dans une mode´lisation de type second
gradient dont le cadre a e´te´ pose´ par Mindlin et Germain (Mindlin and Eshel, 1968; Germain,
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1973a). Une the´orie du second gradient pour la plasticite´ du monocristal a e´te´ propose´e par
Fleck, Hutchinson et Shu (Fleck and Hutchinson, 1997; Shu and Fleck, 1999).




(∇u+ (∇u)T ), K∼ = (∇⊗∇)u = ui,jk ei ⊗ ej ⊗ ek (VI.41)
La puissance des efforts inte´rieurs fait intervenir les grandeurs duales que sont le tenseur des
contraintes (syme´trique) σ∼ et des hypercontraintes Sijk :
p(i) = σ∼ : ε˙∼+ S∼
...K∼ (VI.42)
ou`
... de´signe le produit triplement contracte´. L’e´quation d’e´quilibre prend la forme
(σ∼ − S∼∇)∇ = 0 (VI.43)
Les conditions a` la limite font intervenir la de´rive´e normale a` la surface des contraintes et a`
la courbure de la surface. On les trouvera dans (Germain, 1973a; Shu and Fleck, 1999).
Dans le cas de la plasticite´ du monocristal, les mesures de de´formations sont divise´es en
parties e´lastique et plastique :
ε˙∼ = ε˙∼
e + ε˙∼





Les relations d’e´lasticite´ font intervenir les modules classiques ainsi qu’un tenseur du sixie`me
ordre des modules ge´ne´ralise´s (Mindlin and Eshel, 1968; Germain, 1973a). Fleck, Hutchinson






















γ˙sSΨ∼ S + γ˙
s
TΨ∼ T + γ˙
s
MΨ∼M (VI.46)
Le tenseur d’orientation P∼
s a e´te´ de´fini au paragraphe IV.1. Le de´ploiement du second




= ls ⊗P∼ s, Ψ∼ sT = ξ
s ⊗P∼ s, Ψ∼ sM = n
s ⊗P∼ s (VI.47)
Les directions ls,ns, ξs = ns ∧ ls ont e´te´ de´finies aux paragraphes IV.1 et VI.2.1.
La partie plastique du gradient K∼
p contient plus d’informations que le tenseur densite´
de dislocations. On peut montrer que Ψ∼ S et Ψ∼ T et les intensite´s correspondantes γS et γT
sont associe´es aux notions de courbure et de torsion du re´seau induites par le gradient de
glissement dans la direction de glissement (γS) et dans la direction tangente (γT ). Le terme
en γM correspond a` un gradient dans la direction normale au plan de glissement. Il n’est pas
lie´ a` une densite´ de dislocations d’accommodation ge´ome´trique.
Les lois d’e´crouissage e´tendues propose´es dans (Shu and Fleck, 1999) font intervenir un
invariant de la partie plastique du second gradient :
γ˙eq = (|γ˙s|p + |lS γ˙sS |p + |lT γ˙sT |p)1/p (VI.48)
qui ne prend en compte que la contribution due aux dislocations d’accommodation
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ge´ne´ralisations de loi de Norton de manie`re similaire a` (Forest et al., 1997). Des longueurs
caracte´ristiques lS et lT associe´es aux phe´nome`nes de plasticite´ sont introduites.
Ce mode`le a e´te´ utilise´ avec succe`s pour faire des calculs par e´le´ments finis dans des
monocristaux poreux et des bicristaux (Shu, 1998; Shu and Fleck, 1999).
Il faut distinguer cette the´orie du second gradient du mode`le dit en couples de contraintes
utilise´ par Fleck et Shu pour de nombreuses applications concernant plutoˆt les polycristaux
(Shu and Fleck, 1998).
VI.3.4 Mode`les a` gradients de variables internes
Les mode`les de Cosserat et du second gradient font intervenir des longueurs
caracte´ristiques associe´s a` des me´canismes e´lastiques et plastiques. Dans de nombreux cas, on
peut se contenter d’introduire un seul me´canisme supple´mentaire. Une telle approche conduit
a` hisser certaines variables internes du mode`le classique de la plasticite´ cristalline au rang
de degre´ de liberte´ supple´mentaires : γs ou ρs par exemple. Il s’agit d’une classe de milieux
continus ge´ne´ralise´s que l’on choisit d’appeler “milieux a` gradients de variables internes”. Ces
mode`les se distinguent de l’approche pre´sente´e dans la section VI.3.1-(d)) par le fait que des
contraintes ge´ne´ralise´es sont associe´es au gradient des variables retenues et introduites dans
la puissance des efforts inte´rieurs (Forest et al., 2002).
a) Mode`le d’Aifantis
Le mode`le d’Aifantis est l’un des premiers repre´sentants de cette classe de mode`les
(Aifantis, 1987; Aifantis, 1999). Dans sa version originale, il consiste a` introduire le laplacien
de la variable interne retenue dans la fonction seuil du mode`le de plasticite´ :
R = RS(γ)− c∇2γ (VI.49)
pour un syste`me de glissement γ.
Une formulation thermodynamique de ce mode`le est possible et montre que l’e´quation
pre´ce´dente re´sulte d’une the´orie de milieu prenant en compte le gradient ∇γ de la variable
retenue. On trouvera cette formulation dans (Fleck and Hutchinson, 2001; Forest et al., 2002).
C’est dans cette classe de mode`les que s’inscrivent les mode`les re´cents dus a` Gurtin (Gurtin,
2002).
b) Mode`le de monocristal d’Evers
Le mode`le de plasticite´ cristalline propose´ par Evers (Evers et al., 2004) introduit les
dislocations d’accommodation ge´ome´trique comme degre´s de liberte´ supple´mentaires. La loi
d’e´crouissage phe´nome´nologique inte`gre a` nouveau les re´sistances au glissement RS et RG
d’une manie`re similaire a` (VI.37) et (VI.38). L’originalite´ consiste a` introduire une variable
d’e´crouissage cine´matique τ∼b. L’e´volution du glissement plastique est de´finie sur chaque
syste`me de glissement s et relie l’incre´ment du glissement plastique γ˙s a` la cission re´solue
effective τ et a` la re´sistance au glissement Rs :
γ˙s = γ˙s(|τ seff |, Rs) (VI.50)
τ seff = τ
s − τ sb avec τ s ≡ σ∼ : P∼ s τ sb ≡ τ∼b : P s (VI.51)
Le premier terme τ seff est la diffe´rence entre la cission re´solue τ
s et une contrainte
cine´matique re´solue (resolved back-stress) τ sb qui repre´sente les interactions a` longue distance,
caracte´ristiques des champs de densite´ de GND. La contrainte interne τ sb est donc fonction du
gradient de la densite´ de dislocations d’accommodation ge´ome´trique (GND) ρG. Le second
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terme Rs qui caracte´rise la re´sistance au glissement de´pend des interactions a` courte distance
entre toutes les dislocations de quelque nature pre´sente dans le mate´riau. Alors que la densite´
de dislocations statistiquement distribue´es (SSD) suit une loi d’e´volution classique de type
”ge´ne´ration-annihilation” de dislocations, issue de la litte´rature, la densite´ de GND ρG est
elle relie´e au gradient de glissement ∇γs sur chaque syste`me de glissement s :
ρG,s = ρG,s(∇γs) (VI.52)
Une densite´ de dislocations spe´cifique aux frontie`res des grains (densite´ de dislocations
d’interface GBD) est introduite dans le mode`le pour rendre compte des incompatibilite´s
de de´formations lie´es au re´seau cristallin, pre`s des joints de grains. De part leur
”spe´cificite´ ge´ome´trique”, l’influence des GBD est conside´re´e comme identique a` celle des
GND.
Le mode`le est applique´ a` un agre´gat 2D de cuivre (12 grains, 379 noeuds, 20 degre´s de
liberte´ par noeuds c’est a dire 2 de´placements et 18 densite´s de GND soit au total 7580
degre´s de liberte´, 4 points de Gauss par e´le´ment), avec en plus des noeuds doubles introduits
aux joints de grains. Les orientations ale´atoires des grains sont identiques pour chaque taille
d’agre´gat simule´. Quatre tailles d’e´chantillons sont simule´es (1, 2.2, 4.6 et 10 mm) en traction
plane. Une re´partition de la densite´ de SSD au cœur des grains et de la densite´ de GND pre`s
des joints de grains est observe´e. Toutefois, l’e´volution de la densite´ relative de GND reste tre`s
faible devant l’e´volution de la densite´ de SSD. Un effet de taille est observe´ sur l’e´crouissage
mais e´galement au tout de´but de l’e´coulement plastique a` condition toutefois que les GBD
soient introduites. L’exposant n de la relation de Hall-Petch (σ(ε) = σ0(ε)+k(ε)d−n) est e´gal
ici a` 3/2.
VI.3.5 Choix du mode`le
Les mode`les pre´ce´dents pre´sentent de nombreuses similarite´s meˆme si le cadre the´orique
semble souvent tre`s varie´. Cela est duˆ au fait que le couplage entre e´crouissage et tenseur
densite´ de dislocations est syste´matiquement traduit par une fonction monotone de ρG quelle
que soit la classe de mode`les envisage´e. La fonction RG joue donc un roˆle central. On privile´gie
dans ce travail les approches base´es sur les milieux continus ge´ne´ralise´s car elles permettent
d’aboutir a` un proble`me aux limites en ge´ne´ral bien pose´ et d’e´viter les paradoxes dont celui
mentionne´ sur la figure VI.4. Notre attention s’est tourne´e vers le mode`le de Cosserat pour
les raisons suivantes :
– C’est le mode`le le plus ancien qu’il s’agit de mettre a` l’e´preuve de la description d’effets
d’e´chelles issus de la me´tallurgie physique. On dispose en particulier de la mode´lisation
des couples de contraintes par Kro¨ner (Kro¨ner, 1963).
– Le mode`le de Cosserat introduit dans sa formulation le champ de rotation du re´seau
cristallin. C’est un parame`tre qui est directement observable expe´rimentalement. On
dispose ainsi d’un e´le´ment de validation simulation nume´rique-expe´rience direct.
– C’est une approche qui offre une formulation thermome´canique rigoureuse, a` la fois en
petites et grandes transformations. De meˆme la formulation variationnelle du proble`me
pour sa re´solution nume´rique est clairement e´tablie.
– L’approche de Cosserat se distingue e´galement par une imple´mentation nume´rique aise´e
dans un code par e´le´ments finis. C’est une taˆche qui est un peu plus de´licate pour les
mode`les du second gradient mais qui a ne´anmoins e´te´ re´alise´e avec succe`s par (Shu
et al., 1999; Shu and Fleck, 1999).
– L’argument de´terminant est d’ordre pragmatique : le nombre de degre´s de liberte´
supple´mentaires est limite´ a` 3 et est inde´pendant de la cristallographie du syste`me
e´tudie´, en particulier inde´pendant du nombre de syste`mes de glissement. Dans un
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monocristal cubique centre´ comme la ferrite traite´e au chapitre VIII, les mode`les a`
gradients de densite´s de dislocations ou a` gradients de glissement plastique exigent au
moins 24 degre´s de liberte´ supple´mentaires puisque 24 syste`mes de glissement (voire
48...) doivent eˆtre pris en compte, on le verra.
Le passage du mode`le discret que repre´sente la dynamique des dislocations (voir pour
cet aspect (Fivel et al., 1998)) au mode`le continu de plasticite´ cristalline est aujourd’hui
un proble`me non re´solu, sauf dans certaines situations simples de glissement limite´ a` un
voire deux syste`mes. Une telle me´thode d’homoge´ne´isation permettrait de distinguer les
diffe´rents mode`les essentiellement phe´nome´nologiques pre´sente´s pre´ce´demment. On trouvera
toutefois dans (Groma and Voros, 2003) des e´le´ments d’homoge´ne´isation faisant apparaˆıtre
des termes de gradient du glissement ou de la courbure et indiquant la voie a` l’e´criture de
lois d’e´crouissage supple´mentaires plus re´alistes.
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Chapitre -VII-
Le mode`le de Cosserat du
monocristal
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On pre´sente le mode`le dans le contexte infinite´simal (petites de´formations et petites
rotations). Une formulation en grande transformations est donne´e dans (Forest et al., 1997).
VII.1 Cine´matique et e´quations de bilan
VII.1.1 Cine´matique
Un milieu de Cosserat est un milieu dont l’e´volution est caracte´rise´e par un champ
de de´placement u(x) et un champ de microrotations inde´pendants l’un de l’autre. La
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microrotation est repre´sente´e par son vecteur axial Φ(x). La microrotation de´crit la rotation
par rapport a` une configuration initiale d’un trie`dre de directions orthonorme´es attache´
a` chaque point mate´riel. Ce trie`dre est en ge´ne´ral forme´ de vecteurs non mate´riels. En
particulier, la microrotation ne co¨ıncide en ge´ne´ral pas avec la rotation mate´rielle associe´e a` la
partie antisyme´trique du gradient de la transformation. La signification physique du mode`le
de´pend du choix de ce trie`dre directeur et donc du mate´riau e´tudie´. A partir de ces champs,
on de´finit le tenseur des de´formations relatives e∼ et le tenseur de courbure-torsion κ∼ :
e∼ = u⊗∇+ ²∼.Φ (VII.1)
κ∼ = Φ⊗∇ (VII.2)
ou` ²
∼
repre´sente la signature de la permutation (i,j,k). Dans le cadre de l’hypothe`se des petites
rotations, 1∼ − ²∼.Φ repre´sente le tenseur des petites microrotations. La de´formation relative
est la diffe´rence entre le gradient du de´placement et la microrotation. Il s’agit donc de la
de´formation vue depuis le re´fe´rentiel attache´ a` chaque trie`dre directeur. En ge´ne´ral, les
tenseurs e∼ et κ∼ ne sont pas syme´triques
1.
VII.1.2 Quantite´ de mouvement et moment cine´tique
On associe aux tenseurs e∼ et κ∼ respectivement le tenseur des forces-contraintes σ∼ et le
tenseur des couples-contraintes µ
∼
. En l’absence de forces et couples volumiques et dans le
cas statique, les tenseurs des forces-contraintes σ∼ et des couples-contraintes µ∼ ve´rifient les
e´quations d’e´quilibre :
σ∼ · ∇ = 0 (VII.3)
µ
∼
· ∇ − ²∼ : σ∼ = 0 (VII.4)
La notation σ∼ ·∇ de´signe la divergence du tenseur σ∼. Ses composantes sont σij,j . Les tenseurs
des forces et couples de contraintes ne sont en ge´ne´ral pas syme´triques. Les deux e´quations de
champ sont couple´es par l’interme´diaire de la partie antisyme´trique ²∼ : σ∼ du tenseur des forces–
contraintes. On renvoie a` la re´fe´rence (Germain, 1973b; Forest, 2001) pour l’e´tablissement de
ces relations d’e´quilibre. La dimension physique du tenseur des contraintes est le pascal (nous
utiliserons le me´gapascal (MPa) dans la suite). Les couples de contraintes se mesurent en
MPa.m.
VII.2 Lois de comportement e´lastoplastique
Les tenseurs des de´formations sont de´compose´s en parties e´lastique et plastique :
e∼ = e∼
e + e∼
p, κ∼ = κ∼
e + κ∼
p (VII.5)
On de´crit successivement les lois de comportement associe´es a` chaque contribution. L’e´nergie
libre Ψ est une fonction des de´formation e´lastiques et de variables internes rassemble´es sous




1 Afin de pre´ciser les notations, on donne ci-dessous l’expression indicielle des tenseurs de de´formations :
eij = ui,j + ²ijkΦk, κij = Φi,j
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VII.2.1 Hypere´lasticite´













Dans le cas du comportement e´lastique line´aire isotrope, on compte six modules d’e´lasticite´.
On relie (²∼, κ∼) a` (σ∼, µ∼) par les relations line´aires :
σ∼ = λ tre∼
e + 2µ {e∼




e + 2β {κ∼
e} + 2βc }κ∼
e{ (VII.7)
La notation {f∼
} de´signe la partie syme´trique de f∼ et
}f∼
{ la partie antisyme´trique. On
retrouve les deux coefficients de Lame´ λ et µ classiques, comple´te´s par quatre constantes
supple´mentaires µ, µc, β et βc. Les modules β, βc repre´sentent des modules de flexion, et α
de torsion. Leur unite´ est MPa.m2. Une longueur caracte´ristique apparaˆıt donc lorsque l’on






Dans le cas bidimensionnel, la grandeur α n’intervient pas et on prend en ge´ne´ral β = βc.
VII.2.2 Plasticite´ cristalline de Cosserat
L’incre´ment de de´formation plastique s’e´crit sous la forme d’une contribution des diffe´rents








s, tenseur d’orientation qui a e´te´ de´fini au paragraphe IV.1 :
P∼
s = ls ⊗ ns (VII.10)
Les vecteurs ls et ns sont respectivement le vecteur direction de glissement et le vecteur
normal au plan de glissement s. La forme de l’incre´ment de courbure plastique est lui aussi


















l⊥ et l¯ sont des longueurs caracte´ristiques permettant de de´finir des angles de courbure
θs⊥,¯ a` partir du tenseur de courbure. Les tenseurs Q∼
s sont les tenseurs de torsion-courbure
ou` l’indice ⊥ de´signe la contribution des dislocations coin (flexion de re´seau) et ¯ de´signe
la contribution des dislocations vis (torsion de re´seau). Si on introduit le vecteur ligne de
dislocation coin ξs = ns × ls, les tenseurs de torsion-courbure s’e´crivent :
Q
∼






1∼ − ls ⊗ ls (VII.13)
Ces relations proviennent de la formule de Nye (VI.26). Dans ce travail, par simplicite´, seule la
flexion de re´seau est introduite. En effet le grand nombre de syste`mes de glissement pre´sents
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dans mate´riaux CFC et CC traite´s dans ce travail permet d’accommoder toute courbure–
torsion impose´e a` l’aide des contributions θs⊥. La longueur l⊥ sera de´signe´e par lp dans la
suite. On adopte une formulation viscoplastique pour l’expression de l’activation des syste`mes
de glissement :
γ˙s = 〈 | τ
s | − rs
k
〉n sign τ s (VII.14)
On ge´ne´ralise la loi de Schmid et la loi d’e´coulement au cas de la courbure plastique associe´e
a` chaque syste`me de la manie`re suivante.
θ˙s = 〈 | ν
s | − l⊥ rsc
l⊥ ksc
〉nsc sign (νs) (VII.15)
avec








ou` τ s et νs sont respectivement la contrainte re´solue et le couple de contrainte re´solu
sur le syste`me de glissement et de courbure s. Les parame`tres k et n peuvent eˆtre
choisis respectivement petits et grands si l’on souhaite approcher un comportement quasi-
inde´pendant du temps. Les quantite´s entre crochets doivent eˆtre positives pour que les
incre´ments de glissement plastique γ˙s et de courbure plastique κ˙p soient non nuls. Les
e´quations VII.14 et VII.15 correspondent a` une loi de Schmid ge´ne´ralise´e.
VII.2.3 Lois d’e´crouissage
La loi d’e´crouissage est la loi non line´aire (IV.3) a` laquelle on a ajoute´ un terme de
couplage. Elle s’e´crit :




hsr(1− exp(−bvr)), RG = RG(| θs |) (VII.19)
rsc = rc0 (VII.20)
L’interaction entre les diffe´rents syste`mes de glissement est introduite par la matrice hsr
qui prend en compte l’e´crouissage latent et l’auto-e´crouissage. L’angle de courbure θs est





Le terme d’e´crouissage supple´mentaire est une fonction des ρG et donc des θG. Une forme





Cette relation, purement phe´nome´nologique, correspond a` l’expression (VI.38) avec p = 1 et a`
une matrice d’interaction isotrope asu = 1 dans (VI.37). On se re´serve toutefois la possibilite´
de tester d’autres relations lors des applications et des identifications du chapitre VIII.
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Dans la relation (VII.22), le parame`tre–clef est QG
√
blp. Il a la dimension MPa.m. En
effet, θG/lp est directement relie´e a` la courbure totale impose´e par (VII.11) et la relation







C’est le parame`tre QG
√
blp qu’il s’agira d’identifier dans les applications pratiques.
On pourrait introduire la re´sistance supple´mentaire RG au niveau d’un e´crouissage
cine´matique comme l’ont propose´ (Menzel and Steinmann, 2000; Evers et al., 2004; Groma
and Voros, 2003). Dans le cas tridimensionnel et du glissement multiple, les interactions
entre les dislocations d’accommodation ge´ome´trique et les dislocations mobiles du glissement
plastique sont complexes et conduisent sans doute a` des contributions de type isotrope et
cine´matique. On a choisi ici de tester uniquement le cas isotrope.
VII.3 Signification physique et indications sur la de´termina-
tion des parame`tres du mode`le
Le mode`le de plasticite´ cristalline de Cosserat dans sa version pre´ce´dente fait intervenir
9 parame`tres supple´mentaires par rapport au mode`le classique du paragraphe IV.1 :
α, β, βc, µc, lp, Q
G, rc0, kc, nc
On explicite ici la signification physique de ces parame`tres et la fac¸on dont ils peuvent eˆtre
identifie´s.
VII.3.1 Signification de la microrotation de Cosserat
Il est temps de choisir la signification physique adopte´e pour la microrotation de Cosserat.
Dans le cas de la plasticite´ du monocristal, le trie`dre directeur introduit par Mandel est
forme´ de trois directions attache´es au re´seau cristallin dans sa configuration relaˆche´e. La
microrotation Φ de´crit la rotation de ce trie`dre et repre´sente donc la rotation du re´seau
cristallin lui–meˆme. Dans le paragraphe IV.1, le taux de rotation du re´seau cristallin est
de´fini par
ω˙∼
e = ω˙∼ − ω˙∼p (VII.24)






{ − ²∼.Φ˙ − }e˙∼p
{ (VII.26)
On rappelle que la notation } { de´signe la partie antisyme´trique du tenseur entoure´. Pour
que la microrotation de Cosserat s’identifie a` la rotation du re´seau cristallin, i.e.
− ²∼.Φ˙ = ω˙∼e (VII.27)
il faut que
}e˙∼
{ − }e˙∼p{ = 0 (VII.28)
c’est–a`–dire
}e˙∼
e{ = 0 (VII.29)
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Fig. VII.1 – Sche´ma d’une densite´ de dislocations coins : l’arrangement de dislocations dans
le volume δV de´limite´ par les pointille´s sur le sche´ma dans le plan (1,2) est stabilise´ par les
dislocations a` l’exte´rieur de ce volume.
La partie e´lastique de la de´formation relative doit donc eˆtre syme´trique. Il s’agit d’une liaison
interne dans le mode`le. Cette liaison interne est traite´e par une me´thode de pe´nalisation a`
l’aide du parame`tre µc qui pe´nalise la partie antisyme´trique de la de´formation e´lastique dans
la loi d’e´lasticite´ (VII.7). Dans nos calculs, le parame`tre µc est pris aussi grand que possible.
Ceci garantit que le tenseur des de´formations e´lastiques ε∼
e reste quasiment syme´trique et
donc que les rotations e´lastiques correspondent bien a` des rotations du re´seau.
De`s lors, la partie antisyme´trique du tenseur des forces–contraintes }σ∼
{ repre´sente
la re´action associe´e a` la liaison interne (VII.29). Elle est proportionnelle a` l’e´cart aussi
petit que possible entre la microrotation de Cosserat et la rotation du re´seau cristallin par
l’interme´diaire de la loi d’e´lasticite´ (VII.7).
VII.3.2 Longueur interne lie´e a` l’e´lasticite´ de Cosserat
Les modules de flexion de re´seau β et βc ont e´te´ introduits par Kro¨ner (Kro¨ner, 1963). En
conside´rant la rigidite´ de flexion d’un e´le´ment de monocristal contenant un re´seau pe´riodique
de dislocations–coins du meˆme syste`me, Kro¨ner e´tablit la relation suivante entre couple de







Les axes sont explicite´s sur la figure VII.1. La distance entre dislocations est d. Le module de
cisaillement classique est µ et le coefficient de Poisson est ν. Ce couple de contrainte repre´sente
en fait le couple a` appliquer pour que les plans cristallins restent plats en pre´sence de la densite´
de dislocations d’accommodation ge´ome´trique. En faisant l’hypothe`se simplificatrice β = βc
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L’ordre de grandeur de cette rigidite´ peut eˆtre obtenu en prenant par exemple : µ =
105 MPa, d = 10−5 mm. On trouve alors l’ordre de grandeur
β = 10−5MPa.mm2 (VII.32)
Dans les calculs pre´sente´s dans ce travail, la valeur de β a e´te´ fixe´e a` 0.001 MPa.mm2, ce qui
correspond a` d de l’ordre de 10−4 mm.
Par simplicite´, la constante α est prise nulle dans ce travail. Un calcul similaire a` celui de
Kro¨ner dans le cas d’une torsion d’e´le´ment de volume monocristallin graˆce a` des distributions
pe´riodiques de dislocations–vis permettrait de de´terminer la valeur de α. Ces simplifications
α = 0, β = βc sont courantes dans les calculs avec les milieux de Cosserat (Borst, 1993).





Le module β et, par conse´quent, la longueur caracte´ristique le de´pendent en fait de la
densite´ de dislocations d’accommodation ge´ome´trique via la valeur d introduite par Kro¨ner.
Une telle de´pendance est aussi indique´e dans la re´fe´rence (Forest and Sedla´cˇek, 2003). Par
simplicite´, β reste constante dans les simulations pre´sente´es dans ce travail.
VII.3.3 Parame`tres lie´s a` la viscoplasticite´ ge´ne´ralise´e
Les parame`tres intervenant dans les lois de comportement rendant compte de l’e´coulement
de courbure plastique sont :
rc0, kc, nc
Le seuil r0c dans les e´quations (VII.15) et (VII.20) de´termine l’activation initiale de la
courbure plastique. Tant que le couple re´solu n’atteint pas cette valeur critique, la courbe
est conside´re´e comme purement e´lastique. Il est de´licat de de´terminer cette valeur car elle
de´pend en fait des configurations initiales de dislocations au sein de l’e´le´ment de volume. Ce
parame`tre est pris quasi–nul dans les calculs de ce travail de sorte que l’apparition–meˆme de
courbure du re´seau se traduit d’emble´e par une contribution plastique, i.e. une densite´ non–
nulle de dislocations d’accommodation ge´ome´trique. C’est particulie`rement important pour
la simulation des e´ve´nements pre´coces de microplasticite´ au sein des grains qui de´terminent
in fine la limite d’e´lasticite´ apparente macroscopique.
Les parame`tres de viscoplasticite´ kc et nc ne jouent gue`re qu’un roˆle de re´gularisation
nume´rique dans le mode`le. Les valeurs retenues sont telles que la plasticite´ est quasiment
inde´pendante du temps dans les gammes de vitesses simule´es.
VII.3.4 Module d’e´crouissage supple´mentaire duˆ a` la courbure du re´seau
Il reste le parame`tre–clef du mode`le a` savoir le module d’e´crouissage supple´mentaire,
QG
√
lp mentionne´ au paragraphe VII.2.3. La longueur lp est en fait conventionnelle dans
le mode`le : elle sert a` de´finir l’angle de courbure θs en fonction de la courbure impose´e.
Elle repre´sente en principe la taille de l’e´le´ment de volume e´tudie´. C’est un peu la limite de
re´solution spatiale du mode`le. En raison du caracte`re conventionnel de cette de´finition, la
valeur du parame`tre lp = 1 mm est utilise´e dans les calculs qui vont suivre. Le parame`tre
essentiel devient alors QG qu’il s’agit d’identifier en fonction de l’effet d’e´chelle e´tudie´.
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VII.3.5 Bilan
Au final, deux parame`tres jouent un roˆle majeur dans le mode`le de la plasticite´ cristalline
de Cosserat :
– le module β. Il est associe´ a` une longueur caracte´ristique le qualifie´e d’e´lastique ;
– le module QG
√
blp d’e´crouissage supple´mentaire. On peut de´finir une longueur
caracte´ristique dit plastique en divisant la quantite´ QG
√
blp par le module plastique
classique.
La longueur caracte´ristique e´lastique est le = 10−7 m. Lorsque les dimensions
caracte´ristiques du proble`me sont de cet ordre, la courbure ne peut pas se de´velopper. On est
alors dans la limite du domaine de validite´ du mode`le ou` un nombre insuffisant de dislocations
se de´veloppent dans le mate´riau. On peut de´finir une multitude de longueurs caracte´ristiques
associe´es a` la plasticite´ (comme en e´lasticite´ d’ailleurs). Elles s’obtiennent en e´valuant les
rapports des parame`tres du mode`le. En fait, les longueurs caracte´ristiques se manifestent lors
de la re´solution de proble`mes aux limites et sont fonction des parame`tres introduits. On les
met en e´vidence dans la partie suivante graˆce a` des simulations par e´le´ments finis.
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VII.4 Illustration de l’effet de taille de grain pre´vu par le
mode`le de Cosserat
On propose de reprendre les calculs d’agre´gats polycristallins pre´sente´s dans la premie`re
partie de la the`se en substituant le milieu continu classique par le milieu de Cosserat. Les lois
de comportement intragranulaires sont alors donne´es par les e´quations du paragraphe VII.2.2
qui se substituent aux e´quations de plasticite´ cristalline classique. Le proble`me se pose de
choisir des conditions aux limites a` appliquer a` un tel agre´gat polycristallin. En particulier,
il faut pouvoir imposer une de´formation moyenne et calculer des moyennes ade´quates pour
obtenir la re´ponse macroscopique. Cela revient a` e´tendre les techniques d’homoge´ne´isation
au cas des milieux de Cosserat he´te´roge`nes. La solution utilise´e est pre´sente´e dans le
premier paragraphe. On montre ensuite comment le mode`le fonctionne au travers d’exemples
bidimensionnels.
VII.4.1 Homoge´ne´isation pe´riodique des milieux de Cosserat
Le polycristal muni des lois de comportement de la plasticite´ cristalline de Cosserat
peut eˆtre conside´re´ comme un milieu de Cosserat he´te´roge`ne. Certaines me´thodes
d’homoge´ne´isation ont e´te´ e´tendues au cas des milieux continus ge´ne´ralise´s afin de pre´voir des
effets d’e´chelle (Smyshlyaev and Fleck, 1994; Smyshlyaev and Fleck, 1996; Xun et al., 2004).
Les mode`les mentionne´s concernent plutoˆt des estimations ou des bornes du comportement
effectif des polycristaux et composites sans passer par le calcul sur un e´le´ment de volume
repre´sentatif. Il est le´gitime de se poser les questions suivantes :
– Peut–on homoge´ne´iser les milieux de Cosserat ? Autrement dit, existe–t–il un milieu
homoge`ne e´quivalent ?
– Si oui, quelle est sa nature ? Est–ce un milieu de Cauchy, un milieu de Cosserat ou autre
chose ?
En the´orie de l’homoge´ne´isation, lorsque l’on n’a pas d’ide´e pre´conc¸ue sur les re´ponses aux
questions pre´ce´dentes, on utilise en ge´ne´ral la me´thode des de´veloppements asymptotiques
(Boutin, 1996; Haboussi et al., 2001). La me´thode des de´veloppements asymptotiques
multie´chelles a e´te´ mise en œuvre pour les milieux de Cosserat dans (Forest et al., 2001b). On
trouve que le milieu effectif peut eˆtre un milieu de Cosserat ou un milieu classique a` couples
de volume selon le rapport entre les longueurs caracte´ristiques de Cosserat des constituants
et la taille des he´te´roge´ne´ite´s. L’analyse fournit en particulier le proble`me aux limites formule´
sur une cellule de base pe´riodique. Elle a e´te´ mene´e dans le cadre de l’e´lasticite´ line´aire. Dans
le cas de la plasticite´, on garde la meˆme formulation du proble`me en introduitant la loi de
comportement non line´aire dans le calcul par e´le´ments finis la cellule de base. On rappelle
l’approche utilise´e dans (Forest et al., 2000) ou` le cas des polycristaux CFC a e´te´ aborde´.
Soit V la cellule e´le´mentaire conside´re´e, les champs de de´placement et de microrotation
prennent la forme :
u = E∼ .x+ v, Φ = K∼ .x+ φ (VII.33)
Les fluctuations v et φ sont pe´riodiques, c’est–a`–dire qu’elles prennent des valeurs identiques
sur les couples de points homologues a` la frontie`re de V . Des conditions d’antipe´riodicite´
concernent les vecteurs contrainte σ∼.n et couples de contraintes µ∼.n. Dans ces conditions, la
de´formation relative macroscopique de Cosserat est
E∼ =< ∇u > (VII.34)
On voit que E∼ n’est pas la moyenne du champ local e∼. Cela vient du fait que, dans l’analyse
asymptotique, les contributions locales ²∼.Φ sont d’un ordre supe´rieur a` celui du gradient de
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u. La courbure moyenne est
K∼ =< κ∼ > (VII.35)
La condition de Hill–Mandel de la the´orie de l’homoge´ne´isation est remplace´e par :
< σ∼ : e˙∼+ µ∼ : κ˙∼ >= Σ∼ : E˙∼ +M∼ : K∼ (VII.36)
Les forces et couples de contraintes macroscopiques sont
Σ∼ =< σ∼ >, M∼ =< µ∼ + ²∼ : σ∼ ⊗ x > (VII.37)
Dans ce qui suit, seule nous inte´resse la partie classique du milieu effectif. Cela veut dire que
l’on appliquera toujours
K∼ = 0 (VII.38)
La de´formation impose´e E∼ sera prise syme´trique. Les situations envisage´es dans les calculs
qui vont suivre sont les suivantes :
– dans le cas bidimensionnel (paragraphe VII.4), on a impose´ un cisaillement simple
moyen :
[E∼ ] =
 0 1/2 01/2 0 0
0 0 0
 (VII.39)
– dans le cas tridimensionnel (chapitre VIII), il s’agit d’une traction simple pour
laquelle on impose une composante axiale de E∼ et les autres composantes de Σ∼ sont
nulles. Ce sont donc des conditions de chargement globales mixtes qui ne´cessitent la
programmation d’un e´le´ment spe´cifique Cosserat pe´riodique dans le code par e´le´ments
finis.
Les e´le´ments de Cosserat pe´riodiques ont e´te´ programme´s dans le code par e´le´ments finis
ZSet/Ze´BuLoN (Z–set package, 2001). Cette programmation est explique´e dans (Forest et al.,
2000). Dans le cas bi–dimensionnel (reps. tridimensionnel), les degre´s de liberte´ (ddl) de
chaque nœuds sont les 2 (respectivement 3) ddl de de´placement v et le ddl (respectivement
3 ddl) de microrotation φ.
VII.4.2 Pre´sentation des calculs par e´le´ments finis 2D
Pour illustrer les effets de taille de grains simule´s a` l’aide des milieux de Cosserat, on
commence par un exemple simple bidimensionnel (de´formations planes) en conside´rant un
agre´gat de 9 grains pe´riodiques. Le maillage est repre´sente´ sur la figure VII.2. Le choix d’un
maillage libre plutoˆt qu’un maillage re´gulier s’est pre´sente´ ici. La description plus ou moins
fide`le de la frontie`re entre les grains peut en effet perturber les champs pre`s des joints de grains.
C’est une comparaison qui a e´te´ effectue´e par plusieurs auteurs (Eberl et al., 2002; Kanit
et al., 2003), dans le cas de maillages 3D d’agre´gats polycristallins. Dans notre cas, le faible
couˆt nume´rique des calculs 2D, avec une densite´ de maillage relativement faible, a motive´
l’utilisation d’un maillage libre. On est ainsi assure´ de de´crire au mieux le comportement
me´canique notamment pre`s des joints de grains. Les e´le´ments sont des triangles line´aires.
L’orientation des 9 grains est choisie de manie`re ale´atoire. Les parame`tres mate´riaux sont
ceux de la ferrite monocristalline dont l’identification est pre´sente´e au chapitre VIII. Ils sont
rassemble´s dans la table VIII.3.
L’objectif est de montrer comment le mode`le de Cosserat peut conduire a` une limite
d’e´lasticite´ apparente diffe´rente pour un meˆme agre´gat mais des tailles de grain diffe´rentes.
On va donc effectuer deux calculs ou` seule la taille absolue de la cellule varie correspondant
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a` des taille de grain moyenne de 120µm et 5µm respectivement. Les orientations des grains
et les parame`tres mate´riau sont inchange´s. La de´formation moyenne applique´e est faible
E12 = 0.00075 (VII.40)
de fac¸on a` mettre en e´vidence la microplasticite´ qui est l’origine de l’accroissement de limite
d’e´lasticite´ apparente.
VII.4.3 Re´sultats
Les figures VII.2, VII.3, VII.4 et VII.5 montrent l’effet induit par la taille de grain
sur respectivement sur les champs de de´formation plastique cumule´e, de rotation du re´seau
cristallin, de la courbure plastique et le champ de contrainte e´quivalente de von Mises. Ces
re´sultats ont e´te´ pre´sente´s dans (Zeghadi et al., 2005a).
Fig. VII.2 – Re´sultats de microplasticite´ : distribution de la de´formation plastique cumule´e
dans un agre´gat 2D de ferrite (a` gauche) soumis a` un cisaillement simple. La de´formation
moyenne applique´e est E12 = 0.00075.
Les cartes observe´es sont celles prises au tout de´but de l’e´coulement plastique a` 0.075%
de de´formation moyenne totale. Les conditions ge´ome´triques et cine´matiques de pe´riodicite´
ont e´te´ impose´es.
a) Champs de de´formation plastique
La figure VII.2 montre les cartes de de´formation plastique obtenues apre`s un essai de
cisaillement sur deux agre´gats avec respectivement une taille de grain de 120µm et une taille
de grain de 5µm. On observe sur les deux cartes que, a` ce niveau de de´formation plastique
moyenne tre`s faible, les meˆmes grains sont active´s. Ces grains ont en effet une de´formation
plastique plus e´leve´e (supe´rieure a` 0.008) par rapport aux autres grains (qui ont une valeur en
moyenne e´gale ou infe´rieure a` 0.001). La de´formation plastique est plus e´leve´e pre`s des joints
de grains. On distingue donc nettement la forme des joints de grains pour les deux grains
qui se sont de´forme´s. On obtient des re´sultats quasi–identiques pour les deux calculs. Cela
signifie que la microplasticite´ est encore trop pre´coce pour que les effets de Cosserat associe´s
a` la courbure plastique se fassent sentir sur le champ de de´formation plastique.
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Fig. VII.3 – Re´sultats de microplasticite´ : distribution de la rotation du re´seau cristallin
dans un agre´gat 2D de ferrite (a` gauche) soumis a` un cisaillement simple. La de´formation
moyenne applique´e est E12 = 0.00075.
Fig. VII.4 – Re´sultats de microplasticite´ : distribution de la norme du tenseur de courbure
plastique dans un agre´gat 2D de ferrite (a` gauche) soumis a` un cisaillement simple. La
de´formation moyenne applique´e est E12 = 0.00075.
b) Champs de rotation de re´seau
La figure VII.3 montre les champs de rotation du re´seau cristallin pour les deux agre´gats
avec respectivement une taille de grain e´gale a` 120µm et une taille de grain e´gale a` 5µm.
De la meˆme fac¸on, c’est toujours dans les deux meˆmes grains que la variable observe´e a des
valeurs plus e´leve´es par rapport au reste de l’agre´gat, et ce, dans les deux calculs. La rotation
de re´seau est par ailleurs, particulie`rement plus e´leve´e aux joints de grains. Elle est localise´e
aux meˆmes endroits. L’ordre de grandeur de la rotation de re´seau (entre 0.34◦ et e´gale ou
supe´rieure a` 0.57◦ dans ces deux grains) y est quasi–identique dans les deux calculs (120µm
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Fig. VII.5 – Re´sultats de microplasticite´ : distribution des contraintes locales e´quivalentes
de von Mises dans un agre´gat 2D de ferrite (a` gauche) soumis a` un cisaillement simple. La
de´formation moyenne applique´e est E12 = 0.00075.
et 5µm). Les cartes des champs de rotation de re´seau sont donc quasi–identiques pour les
deux tailles de grains teste´es. Cela signifie que la microplasticite´ est encore trop pre´coce pour
que les effets de Cosserat associe´s a` la courbure plastique se fassent sentir sur le champ de
rotation de re´seau.
c) Champs de courbure de re´seau
Il en va autrement de la courbure de re´seau. La figure VII.4 montre la carte de la courbure
de re´seau qui se de´veloppe apre`s de´formation dans l’agre´gat pour deux tailles de grains
diffe´rentes. La courbure de re´seau maximale est a` nouveau localise´e dans les meˆmes grains et
pour les deux calculs. Ne´anmoins, sa valeur est ici tre`s nettement supe´rieure pour l’agre´gat
avec une taille de grain de 5µm (courbure de re´seau de l’ordre de 26 mm−1 dans ces deux
grains) que pour l’agre´gat avec une taille de grain de 120µm (courbure de re´seau e´gale a`
1.4 mm−1, toujours dans les deux meˆmes grains). Les cartes de la figure VII.4 montrent donc
une courbure de re´seau qui est beaucoup plus e´leve´e dans les petits grains (5µm) que dans
les gros grains (120µm). C’est un re´sultat qui e´tait attendu. En effet, la courbure du re´seau
s’exprime comme le gradient de la rotation de re´seau. Or, comme cela a e´te´ observe´ sur la
figure VII.3, la rotation de re´seau est quasi–identique dans les deux calculs mais la taille
de maille est diffe´rente. On a donc fort logiquement des valeurs de la courbure de re´seau
beaucoup plus e´leve´es pour les petits grains. On va voir les conse´quences de ce fait sur le
champ de contraintes dans le paragraphe d).
L’e´tendue de la zone de courbure est aussi pilote´e par le module de flexion e´lastique β.
Dans les calculs, si l’on conside`re le cas asymptotique de grains ultra–fins, la courbure ne
peut plus se de´velopper en raison de la pe´nalisation apporte´e par β et le comportement reste
quasiment e´lastique. La constante β doit rester suffisamment petite pour que cette situation
limite ne se produise que pour des tailles de grains suffisamment petites, en particulier,
infe´rieures aux tailles re´elles conside´re´es dans la suite, qui restent de l’ordre du µm. Un
exemple de l’effet du parame`tre β dans le cas d’un agre´gat 2D de ferrite est montre´s sur la
figure VII.6. Les cartes repre´sentent le de´veloppement de la courbure de re´seau pour deux
valeurs de β diffe´rentes apre`s un essai de cisaillement a` 0.075% de de´formation moyenne
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impose´e. Au tout debut de la plasticite´, la zone de courbure est beaucoup plus e´tale´e pour la
valeur de β la plus e´leve´e.
Fig. VII.6 – Distribution de la courbure de re´seau (unite´ mm−1) dans un agre´gat 2D
(repre´sente´ sur a` gauche sur la figure VII.2) soumis a` un cisaillement simple et au tout
de´but de la plasticite´. Les calculs sont re´alise´s pour deux valeurs diffe´rentes du parame`tre
β qui pilote l’e´tendue de la zone de courbure dans le mode`le : (a) β = 0.001MPa.mm2 (b)
β = 10.MPa.mm2 apre`s 0.075% de de´formation moyenne impose´e.
d) Champs de contrainte e´quivalente de von Mises
On montre donc sur la figure VII.5 des cartes avec des niveaux de contrainte de von Mises
nettement plus importants pour l’agre´gat avec une taille de grain de 5µm que pour les grains
de 120µm. Ce fort durcissement supple´mentaire est duˆ au terme de couplage de l’e´quation
VII.20. C’est l’origine du durcissement par effet de taille de grain simule´ par le mode`le. Le
seuil de microplasticite´, i.e. la valeur r0 de la cission re´solue initiale, est le meˆme quelle que
soit la taille de grain. Les champs locaux sont donc comparables au tout de´but de l’e´coulement
plastique. En particulier, on a vu que les rotations du re´seau cristallin sont quasi–identiques
mais que la courbure plastique est tre`s diffe´rente, ceci e´tant duˆ aux e´carts de distances, associe´s
a` la coordonne´e absolue x. La courbure plastique κ∼
p augmente quand on diminue la taille du
grain. Elle s’exprime en fonction du rapport θs/lp dans la relation VII.20. Pour un parame`tre
lp constant, la variable θs est plus grande dans les petits grains. La contribution RG(|θs|)
devient alors pre´dominante. Le point cle´ de l’analyse est le rapport entre la contribution
relative du terme q
∑n
r=1 h
sr(1 − exp(−bvr)) et du terme RG(|θs|) dans la loi d’e´crouissage
VII.20. Quand la taille de grain d est grande, la courbure plastique et donc le terme θs sont
petits. Le terme de couplage n’a alors qu’un tre`s faible impact. Pour d de l’ordre de lp ou
tre`s petit devant lp, la contribution des dislocations ge´ome´triquement ne´cessaires devient
pre´dominante. Les effets dus a` la courbure plastique affectent non seulement l’e´crouissage du
mate´riau mais e´galement la limite d’e´coulement plastique. L’effet sur la limite d’e´lasticite´ et
sur l’e´crouissage apparents est d’autant plus fort que QG est grand.
Lorsque les niveaux de de´formation totale impose´e sont plus grands, les champs de
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de´formation plastique et de rotation de re´seau deviennent diffe´rents pour les calculs avec
d = 5µm et d = 120µm en raison des champs de contraintes devenus tre`s diffe´rents.
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Chapitre -VIII-
Application aux aciers ferritiques
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VIII.1 Pre´sentation du mate´riau
Il est rare dans la litte´rature de trouver le comportement me´canique d’alliages me´talliques
pour un large spectre de tailles de grain. On a la chance dans la re´fe´rence (Bouaziz et al., 2001)
de disposer des courbes de traction d’aciers IF ferritique pour 6 tailles de grains diffe´rentes
(voir figure VIII.1). Les tailles de grain les plus fines ont e´te´ obtenues pour des nuances
diffe´rentes de ces aciers. Ces nuances d’acier sont pre´sente´es dans la table VIII.1. L’acier
est durci par solution solide. Les atomes supple´mentaires sont en insertion ou en substitution
dans le re´seau cristallin. Les e´le´ments d’addition Mn, Si et P sont des solute´s substitutionnels.
Ils remplacent les atomes de fer sur les sites du re´seau cristallin et freinent ainsi le mouvement
des dislocations. Les courbes de traction pour ces diffe´rents alliages sont donne´es sur la figure
(µm) Mn P Si Ti Al σ0
120 et 75 100 10 5 50 37 79.
17.5 200 11.2 5 61.3 37 86.
15 201 11.1 5 61.3 37 86.
8.5 199 73.4 5 60.8 37 133.
5.5 1475 68.7 5 60 37 163.
Tab. VIII.1 – Composition chimique des nuances d’acier IF, 10−3% en masse, source
ARCELOR Research S.A.



















Fig. VIII.1 – Courbes expe´rimentales d’essais de traction d’un acier IF ferritique pour
diffe´rentes tailles de grain (Bouaziz et al., 2001).
h1 h2 h3 h4 h5 h6 h7 h8
1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.1 1.
Tab. VIII.2 – Valeur des coefficients de la matrice d’interaction hsr de la loi d’e´crouissage
VII.20.
VIII.1. On constate les niveaux de contraintes tre`s e´leve´s atteints pour les taille de 8 et 5 µm.
L’effet de taille sature pour des valeurs de 75 a` 120 µm.
La ferrite a une structure cubique centre´e VIII.4. Trois familles de syste`mes de glissement
doivent eˆtre a` priori prises en compte : {110}〈111〉, {112}〈111〉 et {123}〈111〉. Toutefois, (Hoc,
1999) a supprime´ la dernie`re famille de syste`mes en se re´fe´rant a` Franciosi qui interpre`te
le glissement sur les plans {123} comme une succession de microglissements sur les plans
{112} et les plans {110}. Ce travail s’appuie donc sur cette hypothe`se. On conside`re alors
une matrice d’interaction des syste`mes de glissement qui se re´duit a` une matrice 24 × 24
fournie dans l’annexe D. Les 24× 24 coefficients sont 8 constantes inde´pendantes. La matrice
d’interaction hsr repre´sente dans ce travail une version simplifie´e du mode`le utilise´ dans (Hoc
et al., 2001) : dans un compromis temps-calcul et pour une tre`s faible variation du re´sultat,
le jeu de coefficients adopte´ est pre´sente´ dans la table VIII.2.
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VIII.2 Identification des parame`tres
VIII.2.1 Parame`tres de la plasticite´ cristalline classique
Une de´marche possible d’identification consiste a` faire confiance aux me´thodes
d’homoge´ne´isation et d’identifier par approche inverse. C’est la strate´gie qui a e´te´ utilise´e
dans (Hoc, 1999) et (Paquin, 2001). A partir des re´sultats d’essais expe´rimentaux de traction,
on identifie les parame`tres de la loi de comportement.
a) La me´thode d’identification choisie
Diffe´rentes me´thodes d’identification de mode`les de plasticite´ cristalline ont e´te´ propose´es
durant ces dernie`res anne´es. Il s’agit dans tous les cas de mode`les polycristallins, avec des
re`gles de transition d’e´chelle de type Berveiller-Zaoui (Berveiller and Zaoui, 1979), le mode`le
en β (Cailletaud and Pilvin, 1994) ou encore le mode`le affine (Masson, 1998). On de´finit
en homoge´ne´isation Σ∼ et E∼ respectivement la contrainte macroscopique et la de´formation
macroscopique. Ces grandeurs sont des moyennes sur l’ensemble du volume. En condition
de de´formation homoge`ne au contour ou contrainte homoge`ne au contour, ces grandeurs
macroscopiques sont e´gales aux valeurs moyennes sur le volume (lemme de Hill-Mandel) :
E∼ = 〈ε∼〉 (VIII.1)
Σ∼ = 〈σ∼〉 (VIII.2)
L’objectif du mode`le polycristallin est, dans la de´marche d’identification, de relocaliser
les contraintes et de´formations locales par grains, a` partir des grandeurs moyennes sur
l’ensemble des grains. Sachs et Lin-Taylor ont dans ce but, suppose´ respectivement que
la contrainte et la de´formation totale sont e´gales dans tous les grains, donc e´gales aux
grandeurs moyennes. Kro¨ner (Kro¨ner, 1963) a lui introduit la premie`re formulation de type
auto-cohe´rente (de´veloppe´e en plasticite´ par Hill (Hill, 1965)) : on re´sout pour chaque
phase le proble`me comme une inclusion plonge´e dans une matrice infinie repre´sentant le
milieu homoge`ne e´quivalent (MHE), le MHE ayant les meˆmes proprie´te´s que l’ensemble du
milieu. C’est une formulation implicite, qui peut eˆtre re´solue en conside´rant les contraintes
et de´formations induites par des de´formations libres d’une inclusion e´lastique dans un milieu
homoge`ne e´galement e´lastique, comme cela a e´te´ introduit dans les travaux d’Eshelby. On
note S∼∼
le tenseur d’Eshelby (Mura, 1987). On obtient les re`gles de localisation suivantes :
Sachs σ∼ = Σ∼ (VIII.3)
Lin-Taylor σ∼ = Σ∼ + 2µ(E∼p − ε∼p) (VIII.4)
Kro¨ner σ∼ = Σ∼ +C∼∼
: (I∼∼
− S∼∼) : (E∼p − ε∼p) (VIII.5)
Les principales formulations que l’on rencontre actuellement ont e´te´ en grande partie inspire´es
par ces travaux. Les extensions suivantes se sont inte´resse´es a` conside´rer le MHE comme un
milieu non-line´aire. Comme cela est mentionne´ plus haut, c’est Hill qui le premier s’y est
applique´. Sa de´marche a consiste´ a suivre un sche´ma auto-cohe´rent, avec une formulation
incre´mentale, valable en e´lastoplasticite´. L’introduction du tenseur L∼
∗ ne´cessite la re´solution
de l’e´quation implicite :
Hill σ˙∼ = Σ∼ + L∼∼
∗ : (E∼p − ε˙∼p) (VIII.6)
En viscoplasticite´, il est ne´cessaire de remplacer le module e´lastique C∼ par le module se´cant
du milieu e´quivalent dtenCs ou de conside´rer une formulation incre´mentale qui permet de
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E(MPa) ν k(MPa.s1/n) n r0(MPa) q(MPa) b
208000. 0.3 0.1 20. 26. 39. 16.
(a)
α β(MPa.mm2) βc(MPa.mm2) lp(mm) rc0(MPa) QG(MPa) kc(MPa.s1/n) nc
0 0.001 0.001 1 0.000001 15 0.01 1
(b)
Tab. VIII.3 – Valeur des parame`tres utilise´s dans le mode`le : la valeur du parame`tre r0 est
donne´e ici pour une taille de grain de 120 µm c’est-a`-dire celle correspondant a` l’identification
par rapport au polycristal a` gros grains.
transposer les solutions e´lastiques a` chaque incre´ment (mode`les tangents). On introduit alors
le module tangent C∼
t :
se´cant σ∼ = Σ∼ +C∼
s : (I∼− S∼) : (E∼p − ε∼p) (VIII.7)
tangent σ˙∼ = dtenΣ+C∼∼
t : (I∼∼
− S∼∼) : (E∼p − ε˙∼p) (VIII.8)
Le mode`le de Berveiller-Zaoui, que l’on utilise ici, fait partie de la classe des mode`les se´cants
(Berveiller and Zaoui, 1979). Le tenseur d’Eshelby y est e´value´ pour des sphe`res et le module
est estime´ pour un mate´riau plastique isotrope, en e´lasticite´ isotrope et a` chargement radial.
La re`gle de localisation s’e´crit :













b) Re´sultats de l’identification
En ge´ne´ral, ces mode`les sont identifie´s pour une taille de grain donne´e (Fivel and Forest,
2004). Les parame`tres du monocristal obtenus ne peuvent donc eˆtre utilise´s que pour ce
type de microstructure. Dans le cas des milieux de Cosserat, on propose d’effectuer cette
identification pour des aciers a` gros grains. On obtient alors des parame`tres proches de
ceux du monocristal massif. L’effet de taille viendra lors de l’identification du parame`tre
de durcissement supple´mentaire. On pre´sente ici l’identification des parame`tres d’e´crouissage
classique (RS) pour le monocristal de ferrite.
L’identification des parame`tres du mode`le a donc e´te´ re´alise´e par approche inverse, a` partir
de la courbe expe´rimentale d’essai de traction du polycristal d’acier IF ferritique a` gros grains
(taille de grain 120µm sur la figure VIII.1). On a en effet conside´re´ ici, a` partir des re´sultats
de (Bouaziz et al., 2001) que les courbes de comportement de l’acier IF ferritique convergent
pour les tailles de 75µm et 120µm. C’est ce qui nous ame`ne a` conside´rer l’acier a` taille de grain
de 120µm comme l’acier a` gros grains. Pour repre´senter la texture, une distribution ale´atoire
a e´te´ choisie. Les parame`tres que l’on identifie par cette approche sont les parame`tres r0, q et
b de l’e´quation (IV.3). la figure VIII.2 pre´sente le re´sultat de l’identification. Les coefficients
obtenus sont reporte´s dans la table VIII.3.
c) Effet de durcissement par solution solide
Il est important de pouvoir se´parer l’effet de taille de grain proprement dit de celui duˆ aux
changements de composition. Arcelor Research a de´veloppe´ des mode`les permettant d’estimer
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Fig. VIII.2 – Re´sultat d’identification en traction sur le polycrystal a` gros grains (taille de
grain e´gale a` 120µm).
les effets de solution solide (Bouaziz et al., 2001). L’effet de durcissement par solution solide
est repre´sente´ pour les courbes simule´es par le mode`le de polycristal homoge´ne´ise´ pre´ce´dent,
sur la figure VIII.3. On voit que l’effet de taille de grain est tre`s significatif. L’objectif du
chapitre est de rendre compte de cet effet a` l’aide de calculs d’agre´gats polycristallins de
Cosserat.
VIII.2.2 Parame`tres de l’e´crouissage dus a` la courbure
Les parame`tres de la loi d’e´volution non line´aire propose´e en VII.20 sont identifie´s dans
cette partie.
Les parame`tres ”de Cosserat” β et QG sont identifie´s sur en fonction de la de´pendance
de la courbe par rapport a` la taille de grain a` partir de simulations par e´le´ments finis 3D,
de´crites dans la partie VIII.3.1. En particulier, le parame`tre QG est conside´re´ comme un
parame`tre mate´riau et ne variera donc pas d’une simulation a` l’autre lorsque l’on changera
la taille absolue de l’agre´gat. Les parame`tres optimise´s sont donne´s dans la table VIII.3.
VIII.3 Pre´vision de l’effet de taille de grain
Des simulations par e´le´ment finis 3D sont ne´cessaires pour pre´dire l’effet de taille de
grain observe´ expe´rimentalement sur les aciers IF ferritiques. Les simulations sont re´alise´es
pour des agre´gats avec un tre`s petit nombre de grains (10 grains) de fac¸on a` n’avoir recours
qu’a` du calcul se´quentiel. Des conditions de pe´riodicite´, a` la fois pour la ge´ome´trie de la
microstructure et pour la cine´matique sont choisies. Les maillages utilise´s sont re´guliers avec
8 ∗ 8 ∗ 8 e´le´ments multiphase´s soit 400 points de Gauss par grains. Cela est suffisant pour
obtenir une approximation re´aliste des gradients de contrainte-de´formation dans chacun des
grains.




















experimental IF 8 µm
Fig. VIII.3 – Courbes de traction de polycristaux 3D d’aciers IF issues d’essais
expe´rimentaux (en symboles) et de simulations en plasticite´ cristalline classique (en traits
continus). Les courbes expe´rimentales tiennent compte a` la fois de l’effet de durcissement par
solution solide et de l’effet de taille de grain. Le courbes issues de la simulation ne prennent
en compte que l’effet induit par la solution solide.
Plutoˆt que de pre´dire la re´ponse d’un polycristal a` partir d’un tre`s gros volume, (Kanit
et al., 2003) a montre´ qu’il est tout a` fait possible de se limiter a` de petits volumes avec
un petit nombre de grains en utilisant une approche statistique et avec des conditions de
pe´riodicite´. On re´alise alors plusieurs simulations d’e´chantillons d’agre´gats 3D pe´riodiques.
Une re´ponse moyenne, a` partir d’un nombre suffisant de re´alisations repre´sente alors une
estimation de la moyenne d’ensemble de la quantite´ me´canique e´tudie´e. En raison des temps
de calculs importants lie´s a` l’inte´gration des 48 variables internes par point d’inte´gration, il
n’a pas e´te´ possible de conside´rer plusieurs re´alisations. Dans le cas classique cependant (sans
effet de Cosserat), on peut montrer que la dispersion obtenue pour diffe´rentes re´alisations
reste limite´e, en tout cas lorsque l’on utilise les conditions aux limites pe´riodiques.
Fig. VIII.4 – Syste`mes de glissement dans les structures cubiques centre´es (Honeycombe,
1984b).
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VIII.3.1 Re´sultats et comparaison avec les re´sultats expe´rimentaux























Fig. VIII.5 – Courbes de traction expe´rimentales (en symboles) et issues de la simulation
(en traits continus) d’un agre´gat 3D d’acier IF (a` gauche sur la figure VIII.6). La de´formation
moyenne applique´e est E22 = 0.2%.
contenant 10 grains pe´riodiques avec exactement la meˆme forme. Une orientation, de´termine´e
de fac¸on ale´atoire, est attribue´e a` chacun des grains. Ce sont les meˆmes orientations des grains
qui sont prises pour les deux calculs. Le comportement me´canique de chacun des grains est
de´crit par l’ensemble des e´quations du mode`le de Cosserat en e´lastoplasticite´ pre´sente´ plus
haut. Les tables VIII.3 et VIII.2 donnent les valeurs des parame`tres mate´riau qui ont e´te´
utilise´s dans les simulations. La taille absolue de l’agre´gat et donc par conse´quent la taille
de grain varie d’une simulation a` l’autre. L’effet de durcissement par solution solide est
pris en compte dans les calculs (la valeur du parame`tre r0 varie donc d’un calcul a` l’autre
mais uniquement pour la part de contribution ”durcissement solide”). La meˆme de´formation
moyenne est impose´e pour toutes les simulations. La figure VIII.5 donne les valeurs moyennes
des de´formations et contraintes axiales pour 4 tailles de grain (5µm, 8µm, 15µm et 120µm).
Pour les petites tailles de grain, le mate´riau se durcit de fac¸on significative. Pour les grains
tre`s petits (5µm), un tre`s fort durcissement est observe´. Ce durcissement supple´mentaire est
attribue´ au terme de couplage introduit dans la relation VII.20. Dans tous les cas, les meˆmes
grains pre´sentent les valeurs maximales pour la variable observe´e et la contrainte maximale
est obtenue pre`s des joints de grains VIII.7 (Zeghadi et al., 2005b).
Pour les parame`tres choisis, l’effet de taille de grain sature pour les grains avec une
taille supe´rieure a` 120µm (cas classique) et infe´rieure a` 1µm. Les simulations pre´sente´es
parviennent a` de´crire de fac¸on qualitative l’effet de taille de grain observe´ expe´rimentalement
dans les aciers IF ferritiques. Ne´anmoins, la figure VIII.5 montre que, confronte´es aux
re´sultats expe´rimentaux, les simulations ne parviennent pas a` pre´dire quantitativement la
limite d’e´lasticite´ qui reste sous-estime´e. Ne´anmoins, des calculs avec un maillage plus fin
permettraient peut eˆtre d’obtenir une meilleure pre´diction quantitative lie´e a` l’effet de taille.
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Fig. VIII.6 – Simulations par e´le´ments finis d’un essai de traction d’un agre´gat 3D contenant
10 grains : (a) maillage des grains ; (b) et (c) distribution de la de´formation plastique cumule´e
a` de´formation moyenne impose´e E22 = 0.2% pour une taille de grain respectivement e´gale
a` 120µm et 5µm. Des conditions ge´ome´triques et cine´matiques de pe´riodicite´ sont impose´es.
(a) (b) (c)
Fig. VIII.7 – Simulations par e´le´ments finis d’un essai de traction d’un agre´gat 3D contenant
10 grains : (a) maillage des grains ; (b) et (c) carte des contraintes (unite´s MPa) apre`s 0.075%
de de´formation moyenne pour β = 0.001 MPa.mm2 pour une taille de grain respectivement
e´gale a` 120µm et 5µm. Des conditions ge´ome´triques et cine´matiques de pe´riodicite´ sont
impose´es.
VIII.3.2 Diagramme de Hall-Petch
Les re´sultats pre´ce´dents montrent que le mode`le de Cosserat pre´voit une augmentation
de la limite d’e´lasticite´ apparente a` Ep22 = 0.002 en fonction de la taille de grain. On a
explicite´ le me´canisme responsable de cet effet dans le paragraphe VII.4. La microplasticite´
se de´veloppe bien avant le seuil apparent. Des courbures importantes apparaissent tre`s toˆt
dans les petits grains et un durcissement s’ensuit, on l’a vu. Les courbes donnant la limite
d’e´lasticite´ apparente en fonction de la taille de grain sont donne´es pour la simulation et
l’expe´rience sur la figure VIII.9, pour les 4 tailles de grains teste´es. On voit que la tendance
est bien de´crite mais cette limite d’e´lasticite´ est sous–estime´e par la simulation, en particulier
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(a) (b) ' 1− 10◦/µm
Fig. VIII.8 – Carte de la courbure de re´seau (b) dans un acier IF ferritique et maillage




pour les faibles tailles de grain (5 µm). Notons l’inte´reˆt du re´sultat de simulation obtenu vis–
a`–vis des re´sultats pre´sente´s dans la litte´rature qui pre´voient souvent un effet de durcissement
sur l’e´crouissage mais peu sur la limite d’e´lasticite´ (Acharya and Beaudoin, 2000; Evers et al.,
2004).
Il est utile aussi de tracer le diagramme de Hall–Petch pour de´terminer la loi d’e´chelle
obtenue sous la forme
Σ22 = Σ0 + kd−n (VIII.11)
Un tel diagramme est donne´e sur la figure VIII.10 en ce qui concerne les re´sultats
expe´rimentaux. L’interpre´tation est rendue difficile en raison des diffe´rences de composition
chimique entre les aciers posse´dant des tailles de grain diffe´rentes. L’effet de solution solide a
e´te´ estime´ par ARCELOR, les re´sultats e´tant donne´s dans la table VIII.1. Ce sont ces valeurs
que nous avons utilise´es pour Σ0. Les pentes obtenues varient entre -0.1 et -0.7, la loi de
Hall-Petch pre´disant une puissance n = 0.5. On n’a pas pu tracer le meˆme diagramme pour
la simulation. En effet,en raison du faible nombre de grains conside´re´s, les limites d’e´lasticite´
simule´es sont trop proches, voire infe´rieures a` Σ0. Les volumes conside´re´s ne sont pas encore
suffisamment repre´sentatifs.
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simulation
experience










Fig. VIII.9 – Relation entre la contrainte Σ22 a` de´formation plastique macroscopique e´gale
a` 0.002 et la taille de grain d pour des essais de traction a` de´formation moyenne impose´e.
Quatre tailles de grains ont e´te´ teste´es : 5, 8, 15 et 120 µm. Les re´sultats expe´rimentaux sont
compare´s a` la simulation avec les agre´gats polycristallins de Cosserat.












Fig. VIII.10 – Relation entre la contrainte Σ22−Σ0 a` de´formation plastique macroscopique
e´gale a` 0.002 et la taille de grain d pour des essais de traction a` de´formation moyenne impose´e
(re´sultats expe´rimentaux). Quatre tailles de grains ont e´te´ teste´es : 5, 8, 15 et 120 µm. Σ0
repre´sente l’estimation de la contribution de la solution solide a` la limite d’e´lasticite´. Ces
valeurs sont dans le tableau VIII.1.
Chapitre -IX-
Conclusions et perspectives
Dans cette e´tude, nous proposons de nouveaux outils pour la mode´lisation du
comportement de polycristaux me´talliques e´lastoplastiques dans le but de pre´dire des
phe´nome`nes physiques observe´s expe´rimentalement en me´tallurgie. On peut ainsi dresser les
avance´es et donc l’e´tat des possibilite´s lie´es au calcul d’agre´gats. La me´thode permet d’estimer
le comportement global et les he´te´roge´ne´ite´s de de´formation dans des mate´riaux me´talliques
Il a e´galement e´te´ montre´ qu’il est possible d’aborder ces calculs sous un angle statistique.
De plus, on a pris en compte, au niveau continu, des densite´s de dislocations (statistiques et
ge´ome´triques). Le lien entre la me´canique des milieux continus ge´ne´ralise´s et la me´tallurgie
a ainsi e´te´ e´tablit. De nombreux re´sultats sont issus de cette e´tude :
– Des cartes de moyennes d’ensemble a` la surface d’un polycristal ont e´te´ pre´sente´es pour
la premie`re fois, en fonction de multiples microstructures ;
– Une autre contribution a e´te´ introduite en dressant des cartes des dispersions d’une
grandeur mesurable. On obtient ainsi pour les calculs en e´lasticite´ anisotrope des
dispersions sur la re´ponse en contrainte e´quivalente de l’ordre de 30%. Elles sont, comme
cela e´tait attendu, encore plus e´leve´es en plasticite´ ou` l’on obtient pour la re´ponse en
glissement plastique cumule´ des dispersions supe´rieures a` 150%.
– L’une des conclusion majeure est que cette e´tude s’inscrit comme un pre´alable a`
toute confrontation expe´rimentale. On a montre´ qu’il faut ne´cessairement connaˆıtre
la morphologie tri-dimensionnelle du polycristal pour toute validation expe´rimentale
locale. Il faut e´galement privile´gier les moyennes d’ensemble et ne pas se contenter
d’une extrusion ou d’une re´alisation unique, fre´quemment rencontre´ dans la litte´rature.
– Des effets de taille de grain ont pu e´galement eˆtre simule´s a` l’aide d’un mode`le issu de
la me´canique des milieux continus ge´ne´ralise´, le mode`le de Cosserat
– Le mode`le de Cosserat permet de pre´voir une limite d’e´lasticite´ initiale σ0.2% en fonction
de la taille de grain. Ce sont les me´canismes de microplasticite´ qui sont responsables
de cet effet.
– L’e´crouissage du mate´riau apparaˆıt ne´anmoins affecte´ dans une moindre mesure.
L’accord quantitatif expe´rience/simulation en ce qui concerne l’effet de taille de grain reste
tre`s insuffisant. Plusieurs arguments peuvent eˆtre avance´s. La densite´ de maillage utilise´e
pour les calculs avec le mode`le de Cosserat reste trop grossie`re. Nous sommes limite´s par
le couˆt des calculs. La sensibilite´ de la re´ponse a` ce parame`tre ne nous permet sans doute
ici d’acce´der qu’a` une partie de l’analyse. Concernant le mode`le des milieux de Cosserat
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utilise´ dans ce travail et la formulation associe´e pre´sente´e au chapitre VII, on propose une
loi d’e´crouissage supple´mentaire qui est le parame`tre clef du mode`le. Elle est fonction de la
courbure du re´seau cristallin, lie´e a` la rotation plastique du re´seau et qui fait donc intervenir
une longueur caracte´ristique de la microstructure. Cette variable interne est la contribution
additive principale a` l’e´crouissage isotrope sur chaque syste`me de glissement. Dans ce travail,
la loi d’e´crouissage que l’on propose est fruste. L’effet de taille de grain est en effet encore
sous-estime´ dans nos re´sultats. On peut avancer le fait qu’il manque encore des donne´es,
issues de la dynamique des dislocations, pour identifier de telles lois. Ces re´sultats appellent
e´galement d’autres analyses notament au niveau de la loi de Hall-Petch. Suffit-elle comme
seule interpre´tation a` l’influence des densite´s de dislocations d’accommodation ge´ome´trique ?
C’est faux dans le cas des nanograins, en raison de la rarete´ des sources de production de
dislocations dans les joints de grains. C’est plausible pour les grains ultra-fins (de l’ordre du
micron) mais cela n’a pas encore e´te´ de´montre´.
La mode´lisation des effets d’e´chelle dans les polycristaux me´talliques comporte encore de
nombreux enjeux. Ce travail peut eˆtre pre´sente´ comme une introduction a` l’e´largissement
du dialogue entre la me´tallurgie physique et la Me´canique des Milieux Continus Ge´ne´ralise´s.
Parmi quelques perspectives, il est question de :
– Etudier des chargements complexes (cycliques et multiaxial) dans le cas de l’e´tude de la
partie 1. On aurait alors des informations sur les effets lie´s a` l’e´crouissage cine´matique.
– Confronter les re´sultats issus de la simulation a` des re´sultats expe´rimentaux de mesures
de champs avec diffe´rentes tailles de grain ; On pense ici a` la confrontation des champs de
courbure a` la surface de l’e´prouvette pour diffe´rentes tailles de grain. Cet e´le´ment nous
permettrait d’obtenir une relation entre la taille de la zone affecte´e par la courbure
de re´seau et la taille de grain ou e´ventuellement la taille de la microstructure. De
telles donne´es existent et l’on montre ici un exemple de cartes des champs de surface
sur la figure IX.1 obtenues avant et apre`s de´formation et mettant en e´vidence un
de´veloppement de la courbure de re´seau.
Zone repe`re A sans de´formation
Zone repe`re A apre`s de´formation 5%
Fig. IX.1 – Carte EBSD (Electron Back Scattering Difraction) des rotations du re´seaux
avant et apre`s de´formation, obtenues apre`s un essai de traction sur une e´prouvette d’acier
IF, source ARCELOR Research S.A.
– explorer de nouvelles lois d’e´crouissage supple´mentaires. La de´marche peut paraˆıtre
simple mais il ne faut pas perdre de vue que le de´veloppement de telles lois reste
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intimement lie´ a` la re´alite´ physique. Pour l’heure c’est l’une des questions majeures
dans cette e´tude notament pour des applications a` des mate´riaux multiphase´s (dual-
phase entre autres) (Bouaziz, 2005).
– de´velopper des mode`les simplifie´s applique´s pour des biphase´s (Bouaziz et al., 2001;
Besson et al., 1999) et e´galement en homoge´ne´isation (Bouaziz and Buessler, 2004;
Bouaziz, 2005; Xun et al., 2004). C’est ce qui est propose´ dans (Bouaziz, 2005) qui
sugge`re de traiter le proble`me d’une inclusion comportant une zone de cœur dure, une
re´gion affecte´e par le gradient de de´formation et une zone non affecte´e loin de l’inclusion,
l’ensemble e´tant plonge´ dans un milieu homoge`ne e´quivalent.
Ce dernier point constitue un pas essentiel pour l’introduction de la mode´lisation
nume´rique base´e sur le calcul de microstructures et la me´canique des milieux continus
ge´ne´ralise´s aupre`s des industriels. C’est bien e´videmment un enjeu qui sera, pour l’avenir,
de´terminant. Les capacite´s nume´riques croissent en effet de fac¸on conside´rable et contribuent
aussi aux de´veloppements de l’industrie me´tallurgique.
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Annexe -A-
Notations
On dresse dans ce qui suit une liste des notations utilise´es dans ce me´moire.
A.1 Tenseurs
scalaire (ordre 0) a
vecteur (ordre 1) a
tenseur d’ordre 2 a∼
tenseur d’ordre 3 a∼ ou a∼
tenseur d’ordre 4 A∼∼
Produits contracte´s : ., :,
..., etc.
x = a.b x = aibi
x = a∼.b xi = aijbj
x∼ = a∼.b∼ xij = aikbkj
x = a∼ : b∼ x = aijbij
x∼ = A∼∼
: b∼ xij = Aijklbkl
x = A∼
...B∼ x = AijkBijk
Produit tensoriel : ⊗
x∼ = a⊗ b xij = ajbj
X∼∼
= a∼ ⊗ b∼ Xijkl = aijbkl
Tenseur particulier
I∼ tenseur unite´
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A.2 Notations de Voigt
Pour noter les tenseurs d’ordre 2 et 4, ainsi que pour les repre´senter nume´riquement,
on utilise les notations de Voigt qui consistent a` noter les tenseurs d’ordre 2 sous forme de
vecteurs et les tenseurs d’ordre 4 sous forme de matrice. Pour noter explicitement l’emploi






























On peut e´galement utiliser une autre notation permettant de travailler sur l’alge`bre des











Cette solution permet d’avoir une notation uniforme. On ve´rifie en outre que :












The construction of the aggregates presented in the first part of the thesis is decomposed
into 3 main stages :
– the first one is the creation of the first layer of the volume, which includes the reference
surface ;
– the second stage is the classical realization of a Voronoi polyhedra aggregate ;
– and the third stage lies in the combination of the two previous volumes.
The construction algorithm is proposed in figure B.1. The first layer is constructed section by
section using an iterative process, begining with the reference surface which will be the same
for all realizations. Each grain is considered individually and can expanse (see figure B.5) or
erode (see figures B.2 and B.3). A random process is introduced to convex grains in these
stages (as shown in figure B.4). The grain size is controlled through the growth rate. The first
layer is thus constructed. An example can be seen in figure B.6. This technique is quite time
consuming, that is why the rest of the volume of the aggregate is constructed using a classical
Voronoi scheme. The first layer is considered as a big germ. Other germs are implanted in
the left volume with the same density as the first layer in order to obtain the rest of the
aggregate (see figure B.7). A comparison between both grain size distribution histograms in
figure B.8 shows that the distributions of the classical Voronoi and the synthetic original
grains construction are similar. We can then conclude that no bias linked with this process
has been introduced.
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Fig. B.1 – general construction process of the synthetic aggregates with a fixed surface
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Fig. B.2 – The grain noted A has been eroded. The free space around it will be filled in
using an expansion process of its neighbour grains
92 Chapitre B. Construction of synthetic tridimensional microstructures
Fig. B.3 – The same section is shown in this figure. The process applied on this section is
developped, step by step. The free space is filled in, making growing the neighbour cells, one
by one. It is illustrated here for the free space (shown in black color) around grain A (defined
in figure B.2). In the first step, grain 1 grows until it reaches grain A boundary. This process
pursues step by step, for grains 2, 3 and finally 4. Grains 5 and 6 remains fixed. A new grain
(in black in the figure) is thus created in step 5 between grains 1, A, 4, 5 and 6.
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Fig. B.4 – Last step of the process detailed in figure B.3 : the new grain created is noted
grain 7 and grains A, 2 and 3 has been convexed
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(a)
(b)
Fig. B.5 – (a) Step 1 : example of the dilatation process of grain A. (b) Step 2 : result
obtained after a convex process of grain A
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(a) First layer of the first realization (b) First layer of the second realization
Fig. B.6 – First layer for two different realizations. The first section (section z = 0) is
the same for both realizations. One can see that the grain geometry is very different from
realization to another.







Fig. B.7 – (a) section of the first layer of grains on the top with the free volume beneath (b)
section of the Voronoi germ implantation (c) section of the resulting aggregate after growth
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Fig. B.8 – Grain size distribution : comparison between the classical Voronoi realization
and one realization with the same reference surface proposed in this work.

























Fig. C.1 – Macroscopic stress-strain curves for different realizations in elastoplasticity
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Annexe -D-
Matrice d’interaction des syste`mes
de glissement
Matrice d’interaction des syste`mes de glissement pour une structure cubique centre´e, issue
de (Paquin, 2001) et (Hoc, 1999).
Les deux famille de syste`mes de glissement sont {110} 〈111〉 et {112} 〈111〉.
[hij] =
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@
A1 B1 C1 G1 H1 I1 D2 E2 C2 J2 K2 L2 D3 B3 F3 M3 N3 O3 A4 E4 F4 P4 Q4 R4
A1 h8 h2 h2 h3 h3 h3 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h4 h4 h4 h5 h5 h5
B1 h2 h8 h2 h3 h3 h3 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h4 h4 h4 h5 h5 h5
C1 h2 h2 h8 h3 h3 h3 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h4 h4 h4 h5 h5 h5
G1 h3 h3 h3 h1 h6 h6 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h5 h5 h5 h7 h7 h7
H1 h3 h3 h3 h6 h1 h6 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h5 h5 h5 h7 h7 h7
I1 h3 h3 h3 h6 h6 h1 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h5 h5 h5 h7 h7 h7
D2 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h8 h2 h2 h3 h3 h3 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h4 h4 h4 h5 h5 h5
E2 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h2 h8 h2 h3 h3 h3 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h4 h4 h4 h5 h5 h5
C2 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h2 h2 h8 h3 h3 h3 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h4 h4 h4 h5 h5 h5
J2 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h3 h3 h3 h1 h6 h6 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h5 h5 h5 h7 h7 h7
K2 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h3 h3 h3 h6 h1 h6 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h5 h5 h5 h7 h7 h7
L2 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h3 h3 h3 h6 h6 h1 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h5 h5 h5 h7 h7 h7
D3 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h1 h2 h2 h3 h3 h3 h4 h4 h4 h5 h5 h5
B3 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h2 h8 h2 h3 h3 h3 h4 h4 h4 h5 h5 h5
F3 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h2 h2 h8 h3 h3 h3 h4 h4 h4 h5 h5 h5
M3 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h3 h3 h3 h1 h6 h6 h5 h5 h5 h7 h7 h7
N3 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h3 h3 h3 h6 h1 h6 h5 h5 h5 h7 h7 h7
O3 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h3 h3 h3 h6 h6 h1 h5 h5 h5 h7 h7 h7
A4 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h8 h2 h2 h3 h3 h3
E4 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h2 h8 h2 h3 h3 h3
F4 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h4 h4 h4 h5 h5 h5 h2 h2 h8 h3 h3 h3
P4 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h3 h3 h3 h1 h6 h6
Q4 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h3 h3 h3 h6 h1 h6
R4 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h5 h5 h5 h7 h7 h7 h3 h3 h3 h6 h6 h1
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
Plans(110) A :(11¯0), B :(101¯), C :(011¯), D :(110), E :(101), F :(011)
Plans(112) G :(112¯), H :(12¯1), I :(2¯11), J :(11¯2), K :(121¯), L :(211), M :(11¯2¯), N :(121),
O :(2¯1¯1), P :(1¯1¯2¯), Q :(1¯21), R(21¯1)
Directions 〈111〉 1 :〈111〉, 2 :〈1¯11〉, 3 :〈11¯1〉, 4 :〈111¯〉
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